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Przedmowa

Opracowanie to powstalo na podstawie wykladow dla studentéw I roku
Wydziatu Fizyki i Astronomii Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toru-
niu. Stanowi ono, zdaniem autoréw, minimalny zbiér wiadomoéci z teorii
bledéw pozwalajacy na poprawne opracowanie wynikdw pomiaréw na po-
ziomie pracowni obowiazujacych na pierwszych trzech latach studiéw.
Biorac pod uwage bardzo zréznicowany poziom przygotowania z fizyki
i matematyki studentéw I roku (spowodowany réznorodnoscia wymiaru go-
dzin i programéw nauczania), wyklad nasz staraliémy sie przygotowad tak,
aby stanowit on wprowadzony do teorii bledéw na poziomie elementarnym.
Z tego powodu zaltozyliSmy réwniez, ze czytelnik moze by¢ stabo przy-
gotowany z rachunku prawdopodobienistwa i statystyki. W zwiazku z tym
przyjeliSmy rzadko spotykany uklad materiatu. Tak wiec po przedstawieniu
w rozdziatach 11 2.1 wstepnych wiadomosci z teorii bledéw, do zrozumie-
nia ktérych nie jest potrzebna znajomos$é wyzszej matematyki, oméwiliSmy
ocene btedu maksymalnego pomiaru posredniego metoda rézniczki zupel-
nej (rozdzial 2.2). Nastepnie, zamiast omawiaé¢ funkcje rozktadu prawdo-
podobienistwa, jak to ma miejsce w wickszodci opracowan, przedstawiliSmy
(w rozdziale 3) wielkosci statystyczne charakteryzujace serie pomiarowa
i metode najmniejszych kwadratéw. Naszym zdaniem ten nietypowy uktad
materialu utatwi studentom zapoznanie sie z wielkoéciami charakteryzuja-
cymi pomiary obarczone bledami przypadkowymi obliczanymi bezposred-
nio na podstawie wynikéw pomiaréw, bez wglebiania si¢ od samego po-
czatku wyktadu w rozwazania statystyczne. Pomimo, Ze w rozdzialach 1-3
zostata podana wiekszoé¢ pojec i metod uZywanych przy ocenie bledu, jed-
nak zrozumienie ich znaczenia oraz umiejetnoéé petnego zastosowania wy-
maga zapoznania sie z trescia dalszych rozdziatéw. Dzieki takiemu uktadowi
materialu oméwienie statystycznej oceny bledu pomiaru rozpoczyna sie,
gdy studenci poznaja podstawy rachunku calkowego. Niezbedne do jej zro-
zumienia elementy rachunku prawdopodobienstwa podano w Dodatku A.
Z wyzej wspomnianych wzgledow funkcja rozkladu prawdopodobienstwa
i jej dystrybuanta zostaly wprowadzone dopiero w rozdziale 4. Poniewaz
funkcje rozkladu prawdopodobiefistwa maja wiele zastosowan w réznych
dziatach fizyki, ich ogdlnym wlasnoéciom poswiecono caly rozdzial 4. W roz-'
dziatach 5 i 6 omdéwiona zostala ocena poziomu i przedziatu ufnosci przy
uzyciu, kolejno, rozktadu Gaussa i rozktadu t-Studenta. W rozdziale 7 zo-
staly przedstawione dwa spoérdd wielu rozkladéw zmiennej losowe]j skoko-
wej, a mianowicie rozktad dwumianowy (Bernoulliego) i rozklad Poissona,
poniewaz sa one szczegdlnie wazne przy analizie zliczania zdarzen przy-
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padkowych. Zasady tabelarycznego i graficznego przedstawiania wynikéw
oraz graficzna ocena bledu zostaly oméwione w rozdziale 8. Na zakoficze-
nie (rozdziat 9) przedstawiliémy sposoby oceny bledu maksymalnego oraz
poziomu i przedzialu ufnosci, gdy bledy przypadkowe sa poréwnywalne z
doktadnoscia przyrzadu pomiarowego.

Poniewaz wigkszo§¢ pomiaréw wykonywanych w laboratorlach fizycz-
nych to pomiary posrednie, duzo uwagi poéwieciliémy ocenie btedu maksy-
malnego oraz poziomu i przedzialu ufnoéci wyznaczonej wielkodci zlozone;j.
Rozdzialy 1, 2.1 oraz 8 zostaly napisane tak, ze powinny by¢ zrozumiate dla
uczniéw szkét érednich. Przygotowujac to opracowanie staraliSmy sie ogra-
niczy¢ do minimum liczbe wprowadzanych pojec. Wyprowadzenia wzoréw
zostaly podane mozliwie szczegétowo. CzeS¢C wyprowadzen wzoréw oraz nie-
ktére twierdzenia, ktérych umieszczenie w tekscie powodowaloby rozbicie
jednolitodci wykladu, zostaly zamieszczone w Dodatkach. W Dodatku H
zostaly podane tablice statystyczne konieczne do oceny poziomu i prze-
dzialu ufnosci. Przyklady pomiaréw na ogdl nie wykraczaja poza program
sredniej szkoty ogdlnoksztalcace;j.

Poniewaz wyklad ten poswiecony jest opracowaniu wynikéw pomiaréw
staraliémy sie unikaé zagadnien wykraczajacych poza zakres teorii bledéw
i przedstawiania wynikéw pomiaréw, o niektérych z nich jedynie wzmian-
kowaliémy. Z tego powodu zostaly calkowicie pominiete zagadnienia zwia-
zane z kontrola jakodci i tolerancja parametréw wyrobéw (np. opornikéw).
Ze wzgledu na podstawowy charakter wykladu, pomineliémy réwniez we-
ryfikacje hipotez oraz testy statystyczne (w tym test x?).

Uzywaliémy zasadniczo terminu blad pomiaru, a nie uchyb pomiaru czy
niepewno$é. pomiaru, poniewaz termin ten jest znacznie bardziej rozpo-
wszechniony w literaturze i to nie tylko polskiej, oraz dlatego, ze jest on
historycznie najstarszy, pochodzi bowiem z XVIII wieku. Ze wzgledu na
bedace w powszechnym uzyciu kalkulatory i komputery miejsca dziesietne
oddzielano kropka, a nie przecinkiem.

Przygotowujac nasz wyklad szeroko korzystaliémy z nastepujacych opra-
cowan:

— H. Hinsel, Podstawy rachunku bledow, WN-T, Warszawa 1968;

— W.IL. Romanowski, Podstawowe zagadnienia teorii bledow, PWN,
Warszawa 1955;

— G. L. Squires, Praktyczna fizyka, Wydawnictwo Naukowe PWN, War-
szawa 1992;

— A. Strzatkowski, A. Slizyniski, Matematyczne metody opracowania wy-
nikow pomiarow, PWN, Warszawa 1978;

— J.R. Taylor, Wstep do analizy bledu pomiarowego, Wydawnictwo Na-
ukowe PWN, Warszawa 1995;
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— Teoria pomiardw, praca zb. pod red. H. Szydtowskiego, PWN, War-
szawa, 1981. .

Zaczerpneliémy z nich szereg idei i wyprowadzen wzoréw. Na koricu zostal
zamieszczony wykaz zawierajacy cytowane w tekscie opracowania. Opra-
cowanie nasze zostalo tak przygotowane, aby czytelnik nie musial do nich
siegad. '

Dodatkowym celem naszego opracowania jest przygotowanie czytelnika
do studiowania i zastosowania w praktyce pomiarowej metod statystyki
matematycznej. Sadzimy wiee, zZe nasz wyklad utatwi studiowanie bardziej
zaawansowanych opracowan, takich jak:

— S. Brandt, Metody statystyczne i obliczeniowe analizy danych, PWN,
Warszawa 1976;

~ W.T. Eadie, D. Drijard, F.E. James, M. Roos, B. Sadoulet, Metody
statystyczne w fizyce doswiadczalnej, PWN, Warszawa 1989;

- W.I. Romanowski, Podstawowe zagadnienia teorit bledéw, PWN,
Warszawa 1955;

— A. Strzatkowski, A. Slizyfiski, Matematyczne metody opracowania wy-
nikow pomiarow, PWN, Warszawa 1973; :

— Teoria pomiarow, praca zb. pod red. H. Szydlowskiego, PWN, War-
szawa 1981; ,

- E.B. Wilson jr, Wstep do badan naukowych, PWN, Warszawa 1968.

Dzigkujemy wszystkim tym, ktérzy przyczynili si¢ do powstania tego
opracowania. Przede wszystkim sktadamy podzickowanie panom profeso-
rom Franciszkowi Bylickiemu, Tadeuszowi Marszaltkowi, Jézefowi Szudemu,
Jarostawowi Zarembie oraz dr Ryszardowi S. Trawinskiemu i mgr Jolancie
Domystawskiej za przeczytanie maszynopisu i-wiele cennych uwag.

Andrzej Bielski

Roman Ciuryto



1. Wprowadzenie

1.1. Pojecia podstawowe. Cel i zadania teorii
bledow |

1.1.1. Pojecie pomiaru, pomiary bezposrednie i pomiary po-
$rednie

Zasadniczym celem nauk przyrodniczych jest opisanie, analizowanie i zro-
zumienie zjawisk zachodzacych w otaczajacym nas $wiecie, znajdowanie
warunkéw, w ktérych one zachodza oraz wykrywanie zwiazkéw miedzy po-
szczegllnymi zjawiskami. Poznanie cech tych zjawisk pozwala na ich usys-
tematyzowanie, ustalenie praw rzadzacych nimi i praktyczne ich zastoso-
wanie.

Mierzalng ceche zjawiska lub ciala nazywamy wielkoscia fi-
zyczna.

Wielkosci fizyczne dzielimy na wielkosci podstawowe i pochodne. Wielkoéci
przyjete za podstawowe definiuje sie za pomoca okredlonych wzorcéw np. w
Miedzynarodowym Uktadzie Jednostek (SI) za jednostki podstawowe przyj-
muje sig: 1 m jako jednostke dlugodci, 1 kg — masy, 1 s — czasu, 1 A —
natezenia pradu, 1 K — temperatury termodynamicznej, 1 mol — ilodci
materii, 1 c¢d — $wiatlodci [1, 2]. Natomiast wielkosci pochodne definiuje
sie za pomocg wielkoéci podstawowych. Ilosciowo kazda wielkos¢ fizyczna a
wyrazamy jej miarg, ktéra sklada sie z dwéch czlondw:

a = {a}[a], (1.1.1)

tj. liczby {a} zwanej wielkodcia miary i jednostki miary [a], np. predkoéé
v = 36 m/s, w naszym przykladzie {v} = 36, [v]=m/s. PrzejScie od opisu
jakosciowego do opisu ilosciowego jakiegokolwiek zjawiska wymaga wyko-
nania tzw. pomiaréw.

Pomiarem nazywamy zespol czynnosci wykonanych w celu
ustalenia miary okreslonej wielko$ci fizycznej.

Pomiar polega wiec na dodwiadczalnym poréwnaniu mierzonej wielkodci
fizycznej z wzorcem tej wielkosci, przyjetym umownie za jednostke miary.

We wszystkich naukach przyrodniczych, technicznych, rolniczych, eko-
nomicznych, a takze produkeji przemyslowej i rolniczej spotykamy sie z
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pomiarami. Po wykonaniu pomiaru najwazniejszym zadaniem jest ocena i
wykorzystanie otrzymanych wynikéw. Ocene otrzymanych wynikéw umoz-
liwia teoria bteddéw.

Pomiary dzielimy na dwie grupy, a mianowicie na:

1) pomiary bezpoérednie, tj. takie gdy miar¢ wielkosci fizycznej
otrzymujemy jako wynik bezposredniego poréwnania mierzonej wiel-
koéci z wzorcem. Bezposrednio mozemy mierzy¢: przedzial czasu,
w ktérym zachodzi zjawisko fizyczne, dlugos¢, natezenie pradu, kat
itp. '

2) pomiary posrednie, czyli pomiary wielkosSci ztozonej; wigkszos¢
wielkodci fizycznych jest funkcja wielkosci mierzalnych bezposrednio.
Jezeli dokonujemy pomiaru wielkosci z = f(zy, 2, ..., z,), gdzie wiel-
kosci z1,x9,...,%, s3 mierzone bezposrednio to moéwimy, ze z jest
wielkoscia zlozong, a jej pomiar jest pomiarem posrednim. O wiel-
kosci z méwimy, ze zostala wyznaczona na podstawie zmierzonych
wielkoéci z1, z2, ..., Zy.

Wielko$cia wyznaczong bedziemy nazywali wielkos¢ okreslona
za pomocg obliczefi [3] wykonanych przy uzyciu wielkodci zmie-
rzonych.

Wyjaénimy to na nastepujacym przyktadzie. Wyznaczamy przyspieszenie
ziemskie g za pomoca wahadla matematycznego. Jego okres dla malych
wychylen wyraza sie wzorem:

)
T = 2my/—, 1.1.2
7 (1.1.2)
a wiec:
[
g = 47r2ﬁ. (1.1.3)

Bezpodrednio mierzymy dlugo$¢ wahadla ! i jego okres T'. Po zmierzeniu
[ i T obliczamy g. Warto$¢ ¢ nie jest wiec zmierzona bezposdrednio, jest
obliczona na podstawie zmierzonych uprzednio wartosci [ i T. Wielkos¢ ¢
zostala wyznaczona a nie zmierzona. Jest to pomiar posredni, méwimy wiec,
ze g = f(I,T) jest wielkoScig ztozong.

1.1.2. Skofczona dokladno$é pomiaréw, blagd pomiaru

Jak wynika z codziennego doswiadczenia, w wyniku pomiaru, niezaleznie
od tego jak starannie jest on wykonany, nigdy nie otrzymujemy doktad-
nej wartosci mierzonej wielkosci fizycznej. Inaczej méwiac kazdy pomiar
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jest obarczony jaka$ niepewnoscig, czyli bledem. Bledu tego nie mozemy
uniknaé.

Aby zrozumieé zjawisko nieuniknionego wystepowania bledéw pomia-
rowych przyjrzyjmy sie jakiemukolwiek z prostych pomiaréw wykonywa-
nych w Zyciu codziennym, np. niech to bedzie pomiar dtugosci stotu. Naj-
prostszym sposcbem jest oszacowanie ,,na oko”. Przyjmijmy, Ze wynosi
ona np. 170 ¢cm, nie mozemy jednak zaprzeczyé, jesli kto§ inny oszacuje
ja na 180 cm. Niepewnos¢ oszacowania bedzie bardzo duza. Jesli do po-
miaru zastosujemy przymiar liniowy lub tasme miernicza z podziatks co
0.5 cm, to wynik pomiaru bedzie wynosit np. 178.5 cm. Jesli pomiaru do-
konamy przymiarem liniowym z podzialka milimetrowsa, to otrzymamy np.
178.7 cm. Pomiar ten jest dokladniejszy od poprzednich, ale nie mozemy
powiedzieé, ze dlugos¢ stotu wynosi dokladnie 178.700 cm, a nie 178.708 cm
lub 178.692 cm. Jezeli uzyjemy doktadniejszej metody pomiaru, to otrzy-
many przez nas wynik bedzie wynosil np. 178.68 cm. Ulepszajac metode
pomiaru bedziemy uzyskiwali coraz dokladniejsze wartoéci, ale zawsze do-
ktadnos¢ uzyskanych wynikéw bedzie ograniczona. Jezeli do stotu przykta-
damy przymiar liniowy, to powstaje pytanie, czy krawedZ stotu pokrywa sie
z zaznaczong podziatka, jedli nie, to trzeba oszacowal, jaka czes¢ odleglosci
miedzy zaznaczonymi kreskami przypada na krawedz. Jesli nawet pokryla
sie, to przeciez kreska podzialki ma skoniczona grubosc¢, jak okresli¢, w kté-
rym miejscu kreski podzialki znajduje si¢ krawedz stotlu? Powstaje takze
pytanie czy patrzymy na krawedz stolu i przymiar dokladnie prostopadle,
jesli nie to odczytana warto$¢ bedzie obarczona pewnym bledem zaleznym
od kata, pod ktérym patrzymy. Kat ten bedzie sie zmienial od pomiaru do
pomiaru w sposéb przypadkowy. Podobnych pytan jest wiecej.

Na powyzszym przykladzie widaé wyraznie, Ze bledéw pomiaru nie mo-
zemy uniknaé, tzn. ze nie mozemy wykona¢ pomiaru z absolutna doktad-
noscia. Mozemy jedynie odpowiednio postepujac zmniejszaé blad pomiaru.

7Z tego co powiedziano wyzej i co potwierdza do$wiadczenie wynika, ze
jezeli dany pomiar bedziemy powtarzali wielokrotnie wykonujac go w ten
sam sposéb, w tych samych warunkach i tym samym przyrzadem pomiaro-
wym, to otrzymamy zbidr réznych wartodci mierzonej wielkodci fizycznej,
ktdry nazwiemy seria pomiarows. Kazdy z tych wynikéw bedzie obar-
czony jaka$é niepewnos$cig czyli bledem pomiaru. W teorii bledow ter-
min bfgd pomiaru nie oznacza pomyiki (jak np. w ortografii) czy tez gafy.
Oznacza niemozliwa do unikniecia niepewnosé pomiaru, wynikajaca z sa-
mego zjawiska pomiaru. Terminy bigd pomiaru i niepewnosé pomiaru beda
w dalszym ciggu wyktadu uzywane wymiennie. Skoro nie mozna uniknaé
bledu pomiaru powstaje pytanie, jak oszacowaé wartoé¢ rzeczywisty (na-
zywana réwniez prawdziwa lub doktadna) mierzonej wielkosci fizycznej z.
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To oszacowanie jest celem teorii bledéw, tzn. jest nim podanie nieréwnosci:

F-A <2< LA, (1.1.4)

oraz prawdopodobienstwa, Ze nieréwno$¢ (1.1.4) jest spelniona, czyli ze
wartoéé rzeczywista zg mieSci sie w pewnym przedziale. W nieréwnoéci
(1.1.4) 7 i A sa wielkosciami wynikajacymi z pomiaréw; sposoby obliczania
ich s3 celem niniejszego wyktadu.

W celu znalezienia nieréwnosci (1.1.4) i oszacowania prawdopodobiefi-
stwa, Ze ona zachodzi, stosuje sie statystyczne metody analizy danych.
W przypadkach gdy to jest niemozliwe dokonuje si¢ oceny tzw. btedu mak-
symalnego i w ten sposéb znajduje si¢ przedzial, w ktérym jest zawarta
warto$¢ rzeczywista mierzonej wielkosci fizycznej.

1.1.3. Btlad bezwzgledny i blad wzgledny

Réznice miedzy wartoScia zmierzona z danej wielkosci fizycznej a jej
wartoécig rzeczywisty 2o nazywamy bledem bezwzglednym, czyli:

0 = z— g, (1.1.5)

(w szeregu opracowaii btad bezwzgledny jest definiowany jako: § = 2o —z).
Ze wzoru (1.1.5) wynika, ze bigd bezwzgledny musi byé zawsze wyrazony
w tych samych jednostkach co wynik pomiaru, czyli ma zawsze ten sam
wymiar co wielko§¢ mierzona. Jezeli wykonujemy serie pomiaréw, to wéw-
czas blad bezwzgledny i-tego pomiaru jest réwny §; = z; — zo, a wiec
otrzymujemy nie tylko zbiér wartosci z;, ale réwniez zbiér wartoéci ble-
déw bezwzglednych é;. Btedu bezwzglednego wyniku danego pomiaru nigdy
nie znamy, poniewaz nie znamy wartoéci rzeczywistej zg. Stosujac metody
teorii btedéw mozemy go jednak oszacowaé.

Bledem wzglednym zmierzonej wielkoSci nazywamy warto$é bez-
wzgledna stosunku bledu bezwzglednego do wartosci rzeczywistej, czyli:

blad wzgledny = l:vi’ . (1.1.6)
0

Jest on wielko$cig bezwymiarowg. Blad wzgledny wyrazony w procentach
bywa nazywany bledem procentowym

100% .

btad procentowy = |—
o
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1.1.4. Przedstawianie bledéw pomiarowych i zaokraglanie
wynikéow -

Jezeli otrzymana z pomiaréw warto$¢ jakiej§ wielkodci fizycznej jest réwna
T i blad pomiaru wynosi A, to wynik pomiaru przedstawiamy w postaci:

= F+A. (1.1.7)

We wzorze (1.1.7) nie precyzujemy jak wyznaczamy Z i A, poniewaz
bedzie to przedstawione w nastepnych rozdziatach. Nalezy zaznaczy¢, ze
wzor (1.1.7) jest réwnowazny, przy zaloZeniach oméwionych w nastepnych
rozdziatach, nieréwnosci (1.1.4).

Podanie samego bledu pomiaru mija si¢ z celem. Zawsze bowiem musimy
podaé warto$¢ wielkosci fizycznej wynikajaca z pomiaréw (Z) i oszacowany
blad (A). Czasami podaje si¢ warto$¢ wynikajaca z pomiaréw Z z komen-
tarzem ile wynosi blad wzgledny lub procentowy, np. dtugos¢ stotu wynosi
181.5 cm z dokladnodcia 0.1%. Blad pomiaru A, niezaleznie od tego w jaki
sposéb zostal oszacowany, podajemy zawsze jako liczbe dodatnig.

Otrzymang z pomiaréw wartos¢ jakiej$ wielkosci fizycznej z, jak i jej
btad A podaje sie najczesciej w postaci liczb dziesietnych.

Poniewaz btad pomiaru A jest wielkoécia oszacowana, nie ma sensu po-
dawaé wszystkich cyfr, ktére otrzymujemy z obliczeri. Podobnie nie ma
sensu podawanie wszystkich cyfr, jakie otrzymujemy z obliczen prowadza-
cych do otrzymania wartosci Z. Dlatego obliczone wartoéci Z i A podajemy
zaokraglone. Oznacza to, Ze przyblizamy wartosci otrzymane z obliczen.
Przy ocenie btedu pomiaru oraz w obliczeniach przybliZonych stosuje sie
dwa terminy pozwalajace okredli¢ do ilu cyfr nalezy zaokragli¢ T 1 A. Sa to
cyfra znaczaca i cyfra pewna. '

| Cyframi znaczacymi danej liczby réznej od zera nazywamy
| wszystkie jej cyfry z wyjatkiem wystepujacych na poczatku zer.

Do cyfr znaczacych zalicza sie réwniez zera koncowe, jeéli s one wynikiem
rachunkéw a nie zaokraglei. Z definicji tej wynika, ze pierwsza cyfra zna-
czaca zawsze musi by¢ rézna od zera, natomiast druga, trzecia i dalsze moga
byé¢ zerami. Na przykiad liczba 0.00102 ma trzy cyfry znaczace: 1, 0 1 2.
W przypadku liczby 100/3 majacej w zapisie dziesietnym postaé 33.33(3),
wszystkie jej cyfry sg znaczace i sa tréjkami.

| | Cyfry pewne okreslamy nastepujaco. Jezeli btad spowodowany
' | przyblizeniem liczby dziesietnej jest mniejszy od jednoéci na ostat-
nim miejscu dziesietnym, to méwimy, ze wszystkie jej cyfry sa
pewne.

7 okreslenia tego wynika, ze np. jesli w przypadku liczby szedciocyfrowej
blad trzeciej cyfry jest mniejszy od jednoéci, to mamy trzy cyfry pewne.
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| Przyblizenie dziesigtne podaje sie wtedy z zachowaniem tylko cyfr pewnych,
np. liczbe 125000 z btedem 100 zapiszemy: 125 x 103 lub 1.25 x 105.

Przy zaokraglaniu wyniku pomiaru stosujemy powszechnie przyjete
zasady zaokraglen, tj. liczbe konczaca sie cyframi:

~ 0 - 4 zaokraglamy w dél, a 5 — 9 w gére;
lub

— 0 — 4 zaokraglamy w dél, 6 — 9 w gore, a cyfre 5 w dot jesli poprzedza
ja liczba parzysta, za§ w gore, gdy poprzedza ja liczba nieparzysta.

Mozna stosowaé dowolna z tych zasad, ale w jednym opracowaniu wynikéw
pomiaréw nalezy konsekwentnie stosowac tylko jedna z nich. W dalszym
ciagu naszego wyktadu bedziemy stosowali pierwsza z nich.

Oszacowane bledy zaokraglamy zawsze w gére. Zaokraglenie w
gére jest podyktowane tym, ze w zadnym przypadku nie wolno zmniejszaé
bledéw. Zawsze bowiem lepiej jest podaé¢ zawyzona wartos$¢ bledu niz go
niedoszacowac.

Obliczenia 7 jak i A wykonujemy zawsze z wieksza liczba cyfr niz chcemy
podaé¢ wynik; zaokraglenn dokonujemy dopiero po zakonczeniu ob-
liczen. Obecnie dzieki szerokiemu zastosowaniu kalkulatoréw obliczenia
wykonujemy wykorzystujac pelna dostepna liczbe cyfr. Na przyktad wy-
znaczyliSmy przyspieszenie ziemskie ¢ za pomoca wahadla matematycz-
nego i otrzymaliSmy § = 981.3456 cm/s? oraz A = 3.0579102cm/s?, czyli
g = (981.3456 + 3.05769102) cm/s?. Zaréwno podanie § jak i A z tak duza -
liczba cyfr nie ma sensu, poniewaz wszystkie cyfry znaczace g, poczynajac
od trzeciej, leza w granicach bltedu A. Powstaje wiec pytanie jak zaokraglié
g oraz A.

Przyjeto regule, ze bledy pomiaréw zaokraglane sa do pierw-
! szej cyfry znaczacej oraz Ze ostatnia cyfra znaczaca w kazdym wy-
" | niku pomiaru powinna staé na tym samym miejscu dziesietnym co
btad pomiaru.

Odstepstwo od powyzszej reguly stosujemy gdy zaokraglenie niepewnosci
powoduje jej wzrost wiecej niz o 10%: wtedy btad pomiaru zaokraglamy do
dwéch cyfr, np. btad A = 2.025 zaokraglimy nie do 3 ale do 2.1 (w niektd-
rych opracowaniach przyjeto zasade, ze gdy pierwsza cyfra niepewnosci jest
1 lub 2 to w zapisie bledu podajemy dwie cyfry, por. np. [4]). Tak wigc wy-
znaczong wartos¢ przyspieszenia ziemskiego g zapiszemy ¢g = (981.3 + 3.1)
cm/s?. Gdyby btad A wynosit np. 3.8542 cm/s? to wyznaczona wartosé g
zapisaliby$my g = (981 £+ 4) cm/s?. Otrzymana z takim bledem wartosé g
ma, jak fatwo zauwazy¢, tylko dwie cyfry pewne.

Innym czesto stosowanym sposobem przedstawiania niepewnoéci pomia-
rowych jest podanie ich w nawiasach bezpoSrednio po wyniku, np. wysoko$é
h = (1260 +£ 30) cm zapiszemy jako A = 1260(30) cm.
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Tabela 1.1: Obowiazujace przedrostki dla jednostek wielokrotnych i podwielokrotnych

Przedrostek | Oznaczenie Wielokrotno$é i podwielokrotnosc
jotta Y 10#* = 1 000 000 000 000 000 000 000 000
zetta Z 1021 = 1000 000 000 000 000 000 000
eksa - E 10*® = 1000 000 000 000 000 000
peta P 1015 = 1 000 000 000 000 000
tera T 102 = 1000 000 000 000
giga G 10° = 1000 000 000
mega M 108 = 1000 000
kilo k 103 = 1000
hekto h 102 = 100
deka da 10! = 10

- - 10° =1
decy d 107! = 0.1
centy c 1072 = 0.01
mili m 102 = 0.001
mikro 7 1076 = 0.000 001
nano n 1072 = 0.000 000 001
piko p 10-12 = 0.000 000 000 001
femto f 10-15 = 0.000 000 000 000 001
atto a 10718 = 0.000 000 000 000 000 001
zepto z 10-2 = 0.000 000 000 000 000 000 001
jokto y 10724 = 0.000 000 000 000 000 000 000 001

W niektérych przypadkach, zwlaszcza przy wyznaczaniu wielkodci o pod-
stawowym znaczeniu (np. stalych uniwersalnych), podajemy dwie pierwsze
cyfry niepewnosci, z tym, Ze ostatnia cyfra znaczqca wyniku powinna staé
na tym samym miejscu dziesieitnym co druga cyfra niepewnosci, np. stala
Plancka h = 6.6260755(40)x 10734 Js [5].

Nalezy zaznaczyé, ze jezeli wielko§é mierzona lub wyznaczona nie jest
bezwymiarowa to oszacowany blad musi mie¢ ten sam wymiar co mierzona
wielko$¢ 1 musi byé wyrazony w tych samych jednostkach. Poprawny zapis
ma wiec postac:

T = m;{a: + A}z], ) (1.1.8)
tzn. w nawiasie okraglym podajemy wartos¢ liczbowa wyniku pomiaru =+
oszacowany blad, za nawiasem podajemy jednostke miary, w JakleJ S8 Wy-
razone obie te wielkoéci, np. v.= (36 £ 1) m/s

Czesto zmierzona lub wyznaczong warto$¢ T wyrazamy jako liczbe a
mnozong przez 10%, wéwczas blad A nalezy przedstawi¢ w ten sam sposéb,
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tj. A = d x 10%. Prawidlowy zapis bedzie mial postaé:

¢ = {a+d} x10%z], - (1.1.9)
np. opér R = (2.25 + 0.02) MQ lub R = (2.25 4+ 0.02) x 10°Q, niewla-
Sciwy za$ bedzie np. zapis R = (2.25 x 108 + 2 x 10%) Q. Jednostki miary,
w jakich wyrazamy wynik pomiaru, jak i blad nie musza by¢ jednostkami
podstawowymi. Przedstawiajac wyniki i ich bledy mozna korzystac z jedno-
stek wielokrotnych, jak i podwielokrotnych. Obowiazujace przedrostki dla
jednostek wielokrotnych i podwielokrotnych zamieszczono w tabeli 1.1.

Nalezy zaznaczy¢, ze przedrostki jednostek wielokrotnych kilo, mega,
giga, tera uzywane w informatyce maja troche inne znaczenie, np. méwimy
ze wielko$é pamieci wynosi 1 kilobajt (1kb), co oznacza, ze wynosi ona 21°b,
czyli 1024b. W tabeli 1.2 podano dokladne znaczenia tych przedrostkéw.

Tabela 1.2: Przedrostki dla jednostek wielokrotnych bedacych miara informacji

Przedrostek | Oznaczenie | Wielokrotnosé
tera T 240 =1 099 511 627 776
giga G 230 = 1073 741 824
mega M 220 = 1 048 576
kilo k 210 =1 024

Na zakonczenie chcemy zaznaczy¢, ze tablice matematyczno-fizyczne za-
wieraja wielkosci liczbowe, ktorych przedostatnia cyfra jest cyfra pewna.

1.1.5. Podzial bledéw

-Bley czyli niepewnosci pomiarowe, ze wzgledu na sposéb w jaki wplywaja
na wyniki pomiaréw, dzielimy na:

— bledy ‘przypa,dkowe,
— bledy systematyczne,
— bledy grube.

1) Bledy przypadkowe

Jak pokazano w rozdz.- 1.1.2, kazdy pomiar ma skonczona dokladnosé.
Jezeli dany pomiar bedziemy powtarzali wielokrotnie, to otrzymamy, na
ogdl, pewien zbiér wartosci wielkosci mierzonej. Inaczej méwiac, w przy-
padku gdy bledy systematyczne (omdéwione ponizej) mozna pominad, otrzy-
mamy pewien rozrzut wynikéw pomiaru wokél wartoéci rzeczywistej zo.
Na rysunku 1.1A przedstawiono (przy zalozZeniu, ze bledy systematyczne
mozna pominaé) przyklad takiego rozrzutu wynikéw pomiaru dlugosci
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Attt ———

Blad systematyczny

Rys. 1.1: Przyklad wynikéw pomiaru dtugosci preta. A) w przypadku gdy blad syste-
matyczny nie wystepuje, B) w przypadku wystepowania bledu systematycz-
nego, o — wartosé rzeczywista

preta. Na rysunku tym warto$¢ rzeczywista zg, wokot ktérej rozktadaja sie
wyniki pomiaréw zaznaczono pogrubiona kreska. Powstaje wiec pytanie:
jakie sa przyczyny rozrzutu wynikéw pomiaru i czy mozna tego uniknac?
Zanim odpowiemy na to pytanie przeanalizujmy kilka prostych przyktadéw.

Jezeli wykonujemy za pomocy stopera serie pomiaréw np. okresu drgan
wahadla, wéwczas kolejne momenty wlaczenia stopera, podobnie jak ko-
lejne momenty jego wylaczenia, beda rézne. Raz wlaczymy stoper troche
za wczednie, a innym razem nieco za pézno. Podobnie bedzie z wylaczeniem
stopera. Z tego powodu zmierzony okres drgan wahadla bedzie si¢ réznit od
pomiaru do pomiaru. Wystepujace réznice beda jednak przypadkowe, czyli
ze blad pomiaru (tj. réznica miedzy wielkoscia rzeczywista i zmierzona) be-
dzie mial réwniez charakter przypadkowy. Przedstawiliémy przyktad btedu
zwigzanego z obserwatorem, tj. osobg wykonujaca pomiary. Bledy zwiazane
z obserwatorem sa spowodowane niedoskonalodcia naszych zmystéw.

Zmieniajace si¢ w czasie pomiaru w sposéb przypadkowy warunki oto-
czenia (np. drgania budynku, ruchy powietrza w pomieszczeniu, w ktérym
wykonywany jest pomiar) stanowia dodatkowe Zrédlo bledéw. Moga one
zmienia¢ wskazania przyrzadéw w sposob przypadkowy.

W trakcie wykonywania pomiaréw moga wystepowal przypadkowe
zmiany (wahania, fluktuacje) wskazan aparatury pomiarowej. Réwniez i
one spowoduja wystepowanie przypadkowego rozrzutu wynikéw.

Przedstawione przyktady ilustruja nam role czynnikéw, ktére w sposéb
przypadkowy wplywaja na wynik pomiaru i powoduja réwniez przypadkowy
rozrzut wynikéw pomiaréw. Nie sa to oczywiscie wszystkie mozliwe czynniki
i nie zawsze musza wystepowal réwnoczesnie.

Wykonujac pomiary nie mozemy uniknac ich wplywu i rozrzut wyni-
kow bedzie wystepowat zawsze, gdy pomiaréﬁgﬁ?@%emy wielokrotnie. Ten

rozrzut wynikow jest niezalezny od woli A§b§§i§a‘fs‘éra. Powstajace w ten

o
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spos6b bledy nosza nazwe bledéw lub niepewnosci przypadkowych
i s3 nierozerwalnie zwigzane z samym zjawiskiem pomiaru.

Inaczej méwiac: bledami przypadkowymi bedziemy nazywali
niepewnoéci pomiarowe, ktére, jezeli pomiar wykonujemy wielo-
krotnie, ujawniaja si¢ w postaci rozrzutu wynikéw.

Jesli wystepuja jedynie btedy przypadkowe, zas bledy systematyczne mozna
pomingé, ocene bltedu pomiaru wykonujemy metodami statystycznymi.

2) Bledy systematyczne

Kazdy przyrzad pomiarowy mierzy ze skonczona dokladnoscig. Doktad-
no$¢ pomiaru, wykonanego danym przyrzadem, nie moze by¢ wieksza niz
dok}adnoéé samego przyrzadu pomiarowego (o dokladnoéci przyrzadu patrz
rozdzial 2.1). Na przyklad jezeli Sruba mikrometryczna ma doktadnosé
0.01 mm, to wynik kazdego pomiaru wykonanego przy uzZyciu tej sruby
bedzie mial dokladnoéé 0.01 mm. Jezeli wiec t3 §ruba zmierzymy Srednice
drutu d i otrzymamy d = 1.25 mm, to dokladno$é¢ pomiaru oczywiscie be-
dzie 0.01 mm, co zapiszemy (1.25 + 0.01) mm. Blad ten bedzie wystepowal
systematycznie we wszystkich pomiarach wykonanych tg Sruba. W tym
przypadku mamy do czynienia z bledem spowodowanym dokladnoscia
przyrzadu.

Inny rodzaj bledu, ktéry moze wystapi¢ we wszystkich pomiarach, jest
zwiazany z wyborem metody pomiaru. Na przyklad wyznaczajac ciepto wla-
$ciwe metoda ostygania musimy uwzgledni¢ fakt, Ze metoda ta daje po-
prawne wyniki, gdy badane cialo jest dobrym przewodnikiem ciepla. Jezeli
warunek ten nie jest spelniony, otrzymany wynik bedzie obarczony bledem.
Dla ztych przewodnikéw ciepta musimy stosowaé inne metody pomiaru.

Kolejnym zrédtem bledu wystepujacego we wszystkich pomiarach, moze
by¢ stosowanie niewtasciwego dla danego pomiaru przyrzqdu pomiarowego.
Aby to wyjaéni¢ przeanalizujmy nastepujacy przyktad:

Mamy uklad dwéch jednakowych opornikéw, kazdy o oporze R, pola-
czonych szeregowo i zasilanych ze zrédla o napieciu U; i o bardzo malym
oporze wewnetrznym (rysunek 1.2).

Woltomierzem o oporze wewnetrznym Ry chcemy zmierzy¢ spadek na-
piecia U na oporze R. Wykonanie prostych obliczeii pokazuje, ze U = 0.5U;.
Jezeli jednak potaczymy z koficami opornika woltomierz, to zamiast oporu
R otrzymamy uklad dwéch opornikéw potaczonych réwnolegle o oporze
wypadkowym Rz:

RwR

Ry = ——.
2 Rw + R

(1.1.10)
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u. beaas

Rys. 1.2: Schemat obwodu elektrycznego do pomiaru napiecia na oporze R. Rw —
opér wewnetrzny woltomierza, V — woltomierz. Linig przerywana (- - -)
" " oznaczono podlaczenie woltomierza

Spadek napiecia na oporze Rz, jak tatwo pokazaé korzystajac z praw Kirch-
hoffa, jest réwny:

Rz
= 1.1.11
U=Ug—"Fg ( )
Podstawiajac do (1.1.11) Rz dane wzorem (1.1.10) otrzymujemy:
Rw
1.1.12
ey (1.1.12)

Jezeli Rw > R, tzn. natezenie pradu plynacego przez woltomierz jest
bardzo male w poréwnaniu z natezeniem pradu plynacego przez opér R,
we wzorze (1.1.12) moZemy pomina¢ R i otrzymamy wynik poprawny
U =0.5U;. ,

Jezeli np. Rw = 5R to, jak wynika ze wzoru (1.1.12), U = £Uj;. Otrzy-
mujemy wiec zanizong warto$¢ napiecia. Pomiar bedzie obarczony bledem,
ktéry jest mozliwy do unikniecia.

Zrédtem bledu mogg by¢ réwniez réine state bgd? wielkosci wyznaczone
uprzednio. Typowym przykladem jest zaokraglenie liczby 7. Jest ona liczba
niewymierng, jej warto§¢ wynosi 7 = 3.1415927... Zazwyczaj w oblicze-
niach przymujemy 7= = 3.14, co powoduje powstanie bledu wzglednego
okolo 0.0005 spowodowanego zaokragleniem (w przypadku gdy liczba =
wystepuje w potedze ¢ wynosi on 0.0005 X ¢). Blad ten wystapi w po-
miarach posrednich wszedzie tam, gdzie we wzorach wystepuje liczba .
Na przyklad, gdy wyznaczamy przyspieszenie ziemskie g za pomoca waha-
dia matematycznego, to zaokraglenie liczby 7 do 3.14 powoduje powstanie
bledu wzglednego okoto 0.001, czyli blad bezwzgledny spowodowany tym
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zaokragleniem bedzie wynosil okolo 1 cm/s?. Szczegdling uwage na mozli-
woéé powstawania bleddw tego typu nalezy zwrdcié przy przeliczaniu jedno-
stek, gdy przechodzimy z jednego ukladu jednostek do drugiego, poniewaz
wspélczynniki przeliczeniowe sa przewaznie obarczone jakim$ bledem. In-
nym przyktadem moze by¢ wyznaczona przez Millikana, w 1913 roku, war-
toé¢ fadunku elementarnego e. W doéwiadczeniu tym konieczna byta znajo-
mos¢ wspotczynnika lepkosci powietrza 7. Millikan przyjal znana éwczesnie
wartos¢ 7 = 1822.6 x 108 kg/(m - s) co dalo e = (1.591 £0.002) x 10~*°C.
Na podstawie szeregu innych pomiaréw okazalo sie, Ze podana przez Milli-
kana wartos¢ tadunku elementarnego jest zanizona. W latach 1936 — 1940
ponownie wykonano pomiary wspélczynnika lepkosci powietrza i otrzy-
mano 17 = 1832 x 10~8kg/(m -s). Uwzglednienie w obliczeniach popra-
wionej wartoéci n daje e = (1.603 & 0.002) x 10~1°C. Dzi$ przyjmujemy
e = (1.60217733 £ 0.00000049) x 10~1°C [5]. '

Jeszcze inna grupa bledéw, wystepujacych we wszystkich pomiarach
posrednich, jest korzystanie z niewlasciwej teorii lub przybliZonych wzo-
row. Na przyktad gdy przyspieszenie ziemskie g wyznaczamy korzystajac
ze wzoru T = 2m+/I/g, to pomiary musimy wykonaé dla matych ampli-
tud drgan wahadla. Jezeli pomiary wykonamy przy duzych wychyleniach
z poloZenia réwnowagi, to obliczona warto$¢ g bedzie obarczona bledem,
bowiem dla duzych amplitud okres drgait wahadla matematycznego w przy-
blizeniu wynosi T = 27[1 + 0.25sin?(ao/2)]\/T/9, gdzie ag jest katem mak-
symalnego wychylenia (por. np. [6]).

Tego typu bledy nosza nazwe bledéw systematycznych. Powoduja
one zanizenie lub zawyzenie wartoéci zmierzonej wielkosci fizycznej. Jezeli
bedziemy powtarzali pomiary, to otrzymamy rozrzut wynikéw pomiaréw
taki sam jak dla bledéw przypadkowych, ale wszystkie wartoéci beda za-
nizone lub zawyzone. Inaczej mdéwigc bledu systematycznego nie mozina
wykryé, gdy bedziemy powtarzali pomiary wielokrotnie. Osobny przypa-
dek, oméwiony w rozdziale 2.1, zachodzi, gdy blad systematyczny jest spo-
wodowany doktadnoscia przyrzadu pomiarowego, a rozrzut wynikéw jest
mniejszy niz doktadnosdc przyrzadu. Na rysunku 1.1 przedstawiono przyktla-
dowy rozrzut wynikdéw pomiaréw dlugosci preta w przypadku, gdy bledy
systematyczne mozna pominaé (rysunek 1.1A) i w przypadku, gdy blad
systematyczny powoduje zawyzenie wynikéw (rysunek 1.1B). Pogrubiona
kreska na rysunku 1.1A przedstawia warto$é zg, zas na rysunku 1.1B po-
grubiong kresky zaznaczono wartod¢, wokét ktérej grupuja sie wyniki po-
miaréw obarczonych bledem systematycznym; jak widal jest ona rézna od
zg. Przedstawione na rysunku zawyzenie wynikdw moze by¢ spowodowane
przesunieciem zera przymiaru przez wykonujacego pomiar.

Bledéw systematycznych, w przeciwieristwie do bledéw przypadkowych,
mozemy uniknac lub ich wplyw zminimalizowac ‘stosujac:
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— odpowiednie przyrzady pomiarowe,
— wtadciwe metody pomiaru,
— przy pomiarach poSrednich uzywajac odpowiedniej teorii.

Omawiajac bledy pomiarowe wygodnie jest korzystaé z nastepujacych
pojec: dokladnoéc i precyzja.

Méwimy, ze pomiar jest dokladny, gdy blad systematyczny
mozna pominaé, a precyzyjny, gdy blad przypadkowy jest maly
(por. [7] s. 20).

Nalezy zaznaczy¢, ze w literaturze polskiej rozréznienie tych dwéch pojed
nie jest przestrzegane. W dalszym ciagu wykladu bedziemy &cisle przestrze-
gali tego rozréznienia. W przypadku, gdy bledy systematyczne sa znacznie
wieksze niz przypadkowe, nie mozemy stosowaé metod statystycznych oceny
btedu pomiaru. Mozemy w tym przypadku stosowac ocene btedu maksy-
malnego omoéwiona w rozdziale 2. Ocena wplywu btedéw systematycznych
na wyniki pomiaréw jest zalezna od eksperymentatora, od jego wiedzy,
umiejetnosci, sumiennoéci i uczciwosci.
3) Bledy grube, czyli omylki

Powstaja zazwyczaj w wyniku niedbale wykonanych pomiaréw lub omylek
w odczycie wskazan przyrzadéw. Wystepuja takze w wyniku sporadycznych
zaklécent, np. elektromagnetycznych (wyladowania atmosferyczne). Moga
one powstaé réwniez w wyniku uszkodzen aparatury pomiarowej, a takze
jako wynik niewladciwej kolejnosci czynnosci podczas wykonywania pomia-
réw. Bledy te mozna wykry¢ powtarzajac pomiary.

1.1.6. Zgodnoé¢ wynikéw pomiaréw

W praktyce bardzo czesto zdarza si¢, Ze mamy kilka wynikéw pomiardw
jakiej$ wielkosci fizycznej  wykonanych niezaleznie od siebie, np. w réz-
nych laboratoriach. Moga to byé pomiary bezposrednie, jak i posrednie.
Otrzymane z tych pomiaréw wartoéci oznaczmy 1, %s, ..., 2N, a ich bledy
oznaczmy, odpowiednio, przez Aj, Ag,...,An. W takiej sytuacji zawsze
powstaje pytanie czy wyniki tych pomiaréw sa miedzy soba zgodne, czy
tez sprzeczne. Zalézmy, ze mamy dwa wyniki pomiaréw Z; oraz I,. Gdy
znamy jedynie ich bledy A; i Aj, méwimy, Ze pomiary te sa zgodne, gdy
przedzialy [T1 — Ay, Z1 + Aq] i [E2 — Ag, T + Ag] przynajmniej czeéciowo
siec pokrywaja lub stykaja sie. Warunek zgodnosci dwéch wynikéw po-
miaréw wielkodci fizycznej z wykonanych niezaleznie od siebie mozna zapi-
saé:

1T — o] < A +Ay. (1.1.13)
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Stosowanie warunku (1.1.13) wyjasnimy na nastepujacym przykladzie.
Zalézmy, ze wykonano w czterech laboratoriach pomiary tej samej wielkoéci
fizycznej z. W wyniku tych pomiaréw otrzymano wartosci 1, Zo, Z3, T4
rézniace sie¢ miedzy soba oraz oszacowano, ze bledy ich pomiaréw wynosza
odpowiednio Ay, Az, Az i Ay. Graficznie otrzymane wyniki przedstawiono
na rysunku 1.3.

Rys. 1.3: Graficzne przedstawienie zgodno$ci wynikéw. T1, T2, T3, T4 — wartosci
otrzymane z pomiaréw; kreskami poziomymi +—e— oznaczono prze-
dzialy [7: — Ai, i +As],1=1,2,3,4

Jak wida¢ z rysunku 1.3 wartosci Z;, 3 oraz T4 s3, na podstawie wa-
runku (1.1.13), zgodne ze soba, poniewaz przedzialy [Z; — Ay, %1+ Aq] i
[Zs — Az, T3 + Ag) stykaja sie ze soba, a przedzial [Z4 — Ay, T4 + Ay4] cze-
$ciowo pokrywa sie z kazdym z nich. Warto$¢ Z, jest sprzeczna z pozosta-
tymi trzema, poniewaz przedzial [T, — Ag, T2 + As] nie styka sie ani cze-
$ciowo nie pokrywa zadnego z pozostatych.

1.2. Znaczenie poznania niepewnos$ci pomiaro-
wych

W rozdziale 1.1 wykazaliémy, Ze kazdy pomiar jest obarczony niepewno-
$cig, czyli bledem pomiaru. Z tego powodu podanie samego wyniku pomiaru
bez podania oszacowania btedu jest nieprawidlowe. Powstaje wiec pytanie:
czy podanie niepewnosci pomiarowej oprécz wyniku pomiaru jest istotne
z punktu widzenia zastosowa? Zanim odpowiemy na to pytanie przed-
stawimy pare przykladow ilustrujacych znaczenie podawania niepewnosci
pomiarowych. “ '

Konstruktor mostu wykonanego ze stali musi znaé jej wlasnosci sprezy-
ste 1 rozszerzalno$¢ cieplna. Te wielkosci trzeba wyznaczy¢, a wiec sa one
obarczone niepewnosciami pomiarowymi. Znajomos¢ ich jest istotna dla
projektanta, ktory musi uwzglednié¢ je w obliczeniach.
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Kladac napowietrzne linie przesylowe musimy znaé wartos¢ i biad po-
miaru wspdélczynnika rozszerzalnosci liniowej drutu, ktdry ma byé uzyty
na polozenie linii. Znajomo$é tych wielkoéci umozliwia obliczenie takiej
dlugosci drutu zawieszonego miedzy stupami w okreslonej temperaturze
otoczenia (np. latem), aby nie nastapilo jego zerwanie, gdy temperatura
otoczenia obnizy sie (np. zima).

Przystepujac do projektowania ukltadéw elektronicznych musimy znaé
parametry elementéw, z ktérych ma byé wykonany uklad. Te parametry
trzeba wyznaczyé, a wiec beda obarczone jaka$ niepewnoscia pomiarowa.
Znajac parametry i ich bledy mozna dokona¢ wyboru elementéw, z ktérych
wykonamy nasz uklad.

Rola znajomosci niepewnosci pomiarowych w badaniach naukowych jest
jeszcze wicksza. Znajomo$é bledéw pomiarowych jest szczegdlnie wazna,
gdy wyniki badan dodwiadczalnych maja stuzy¢ za podstawe do weryfikacji
wynikéw badaf teoretycznych.

Nawet w takich zagadnieniach jak produkcja np. guzikéw ocena bledu
odgrywa istotng role w procesie kontroli jakoéci.

7 powyzszych przykladéw wyrazZnie widac, ze zawsze niezbedne jest po-
danie nie tylko wyniku pomiaru, ale réwniez bledu pomiaru. W bardzo
wielu przypadkach podanie jedynie samego wyniku pomiaru mija si¢ z ce-
lem. Dlatego tez nie mozna rozdziela¢ wyniku pomiaru i bledu, jakim on
jest obarczony. Przykladéw roli, jaka odgrywa znajomos$¢ bledu pomiaru,
mozna podaé bardzo duzo. Bardziej zainteresowanemu czytelnikowi propo-
nujemy przeczytanie rozdzialéw 1.3 1 1.4 w ksigzce J. R. Taylora Wstep do
analizy bledu pomiarowego [4].



2. Ocena bledu maksymalnego

- 2.1. Oszacowanie niepewnoéci przy odczycie
skali, blad maksymalny

W rozdziale 1.1 wykazaliémy nieuchronno$¢ wystepowania niepewnosci
pomiarowych, analizowaliémy przyczyny ich wystepowania. Wyjaé‘niliémy
réwniez, ze:

- doktadno$¢ pomiaru jest zawsze skonczona i nie moZemy wykonac
pomiaru z dokladnoscia wieksza niz dokladnos¢ przyrzadu pomiaro-
Wego;

- z kazdym pomiarem bezposrednim zwiazany jest blad systematyczny,
ktdérego minimalna wartosc jest réwna doktadnosci przyrzadu pomia-
rowego.

W tym rozdziale zajmiemy sie oszacowaniem bledéw pomiaréw bezpo-
érednich, ktore sprowadzaja sie do odczytu skal przyrzadéw pomiarowych.
_Aby oszacowa¢ ten blad nalezy zapoznaé sie z zasadami konstrukeji przy-
rzadéw i nanoszenia skal. Przyrzady pomiarowe sa konstruowane tak, ze
jezeli przyrzad jest wykonany prawidlowo i dziala prawidlowo, tzn. jest
sprawny, to w przypadku prawidtowo wykonanych pomiaréw wyniki nie
réznia sie od wartosci rzeczywistej zo wiecej niz o jedna dziatke, a w przy-
padku miernikéw elektrycznych o cze§é dzialki okreslona klasg przyrzadu
(klasy miernikéw elektrycznych oméwiono w Dodatku B). Jezeli klasa mier-
nika nie jest podana, to jego dokladnos¢ jest réwna wartosci jednej dziatki
i w przypadku nieliniowej skali moze zmieniaé sie w zaleznosci od wychy-
lenia wskazéwki. Tak wiec wartos$é najmniejszej dziatki lub w przypadku
miernikéw elektrycznych jej czed¢ okreslona klasa przyrzadu bedziemy na-
zywali dokladno$cia odezytu. Inaczej méwiac, doktadnosé odczytu be-
dzie réwna niepewnoéci pomiarowej odczytu skali przyrzadu. Jedli nie beda
wystepowaly inne btedy odczytu skali przyrzadu, bedzie to réwniez blad
maksymalny.

Bledem maksymalnym wielkosci fizycznej mierzonej bezpo-
$rednio bedziemy nazywali najwyzsza warto$¢ niepewnosci pomia-
rowej, jaka jest obarczony wynik pomiaru.

Inaczej méwigce, blgd maksymalny jest ograniczeniem z gory niepewnosci
pomiaru. Jezeli przyrzad pomiarowy jest sprawny i postugujemy sie nim
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prawidtowo, wtedy zawsze blad maksymalny jest réwny dokladnosci przy-
rzadu.

Wartosé bezwzgledna stosunku bledu maksymalnego do wartoéci
rzeczywistej nazywa sie bledem maksymalnym wzglednym.

Aby zilustrowa¢ powyzsze rozwazania rozpatrzmy nastepujace przy-
ktady: ' '

1) Chcemy zmierzyé dlugosé preta za pomocq przymiaru liniowego.

0 1 2 3 4

FESTA Tt YR RO YT AR RARARLRY

Rys. 2.1: Pomiar dtugosci preta przy uzyciu przymiaru liniowego

W tym celu, jak pokazano na rys. 2.1, przykladamy jeden koniec preta
do poczatku podziatki przymiaru, tj. kreski przyjetej za zero podzialki
i patrzymy, w ktérym miejscu podzialki przymiaru wypadnie drugi ko-
niec preta. Jezeli podzialka jest gesto naniesiona, to bez trudu okreslimy
miejsce, w ktérym wypada koniec preta. W przypadku przedstawionym na
rys. 2.1 jest to 36 mm i czeS¢ odleglosci miedzy kreskami podzialki. Jezeli
koniec preta wypadnie pomiedzy dwiema sasiednimi kreskami, wtedy mu-
simy oszacowaé wzrokowo, w jakiej czesci odlegloéci miedzy kreskami znaj-
duje sie koniec preta, np. moze to by¢ w 1/3. Powiemy wtedy, Ze dtugosé
preta wynosi n-pelnych dzialek, np. 36, plus 1/3 czyli 36.3 mm. Podobnie
bedzie z odczytem $ruby mikrometrycznej czy tez wskazéwkowych mier-
nikéw elektrycznych. Ogdlnie méwiac, postepujac w ten sposéb, mozemy
oszacowal mierzona wielko§¢ do okoto 1/3 odlegloéci miedzy sasiednimi
kreskami podziatki skali dowolnego przyrzadu. Tak wiec zawsze odczytang
(zmierzona) warto$¢ ¢ mozemy przedstawi¢ jako sume pelnej liczby dzia-
lek n plus oszacowana wzrokowo czesC odstepu miedzy dziatkami k, czyli
z = n+ k. Gdy okredlimy, w jakiej czesci odlegtoéci miedzy sasiednimi
kreskami znajduje sie koniec preta, wtedy dokonujemy zaokraglenia do cal-
kowitej liczby dzialek. W naszym przykladzie wynik 36.3 mm zaokraglimy
do 36 mm i zapiszemy go: z = (36 &+ 1) mm. Pozostaje nam jeszcze do
omdéwienia blad zwigzany z okreSleniem polozenia poczatku preta wzgle-
dem kreski podziatki przyjetej za zero. Zwrdémy uwage na fakt, ze mierzac
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dlugos¢ preta liczbe kresek podzialki liczymy zawsze poczynajac od kreski
- przyjetej za zero. 7 tego powodu jedyna niepewnoscia jest ustalenie czy
kreska przyjeta za zero pokrywa si¢ z poczatkiem preta. Jezeli patrzymy
prostopadle, a wiec mozemy pominal blad paralaksy, to niepewnos¢ po-
krycia sie kreski przyjetej za zero z poczatkiem preta nie bedzie wieksza
niz grubos¢ kreski. Zazwyczaj gruboéé kreski nie przekracza 2/10 odstepu
miedzy kreskami, a wiec btad spowodowany gruboscia kreski jest znacznie
mniejszy niz btad maksymalny i dlatego go pomijamy. Nalezy podkredli¢,
ze wnioski wynikajace z tego przykladu sa prawdziwe wtedy, gdy pomiar
wykonujemy prawidlowo.

2) Za pomocq $ruby mikrometrycznej mierzymy $rednice drutu.

Jezeli éruba jest wykonana prawidtowo, tzn. skok gwintu jest staly (zmiana
skoku gwintu powoduje, Ze jeden obrét sruby bedzie sig réznit od drugiego)
1 kreski podzialki na ruchomym bebnie sg naniesione w jednakowych odste-
pach, oraz nie wystepuje przesuniecie zera, to wtedy, gdy skok sruby wynosi
0.5 mm i beben podzielono na 50 czesci, doktadnosé éruby i zarazem btad
maksymalny wynosi 0.01 mm. Jezeli w tej samej $rubie beben podzielono
na 25 czesci, dokladnoéé wynosi 0.02 mm. Gdy zmierzona wartodc $rednicy
drutu wynosila 2.54 mm, wynik odczytu w pierwszym przypadku zapiszemy
d = (2.54 £ 0.01) mm, a w drugim d = (2.54 £+ 0.02) mm.

Na zakonczenie nalezy podkredli¢, ze jezeli przyrzady sa sprawne i wyko-
nane prawidlowo, a pomiary wykonujemy poprawnie, to biad przy odczy-
cie skali, réwny doktadnosci przyrzadu, jest bledem systematycznymdla
pomiaréw wykonanych tym przyrzadem. Jest to jednoczesnie blad maksy-
malny. Wykonujac pomiary bezposrednie czesto stajemy przed pytaniem:
czy blad systematyczny spowodowany dokladnoSciag przyrzadu pomiaro-
wego jest mniejszy, czy tez wiekszy od bledéw przypadkowych? Odpowiedz
mozemy uzyskaC powtarzajac pomiary. Jezeli wykonamy serie pomiaréw i
rozrzut otrzymanych wynikéw jest w granicach doktadnoéci przyrzadu po-
miarowego, to bedzie to oznaczalo, Ze blad systematyczny jest wigkszy niz
bledy przypadkowe. Na przyklad mierzymy natezenie pradu, dokladnoéé
amperomierza wynosi 0.2 A i otrzymujemy wartodci 3.2 A, 3.1 A, 3.2 A,
3.3 A — rozrzut wynikéw jest wiec zawarty w granicach doktadnosci am-
peromierza.

W praktyce (nie tylko laboratoryjnej) pomiary wielkosci nieelektrycz-
nych zastepuje sie pomiarami wielkodci elektrycznych stosujgc odpowiednie
przetworniki, a mierniki elektryczne wskazéwkowe sa coraz czesciej zaste-
powane miernikami cyfrowymi. Wydawaloby sie, Ze skoro wynik pomiaru

‘otrzymujemy w postaci cyfrowej, to jest on bezbledny. Tak w rzeczywi-
stodci nie jest. Dokladnod¢ miernikéw cyfrowych jest wigksza niz w innych
typach miernikéw, tym niemniej pomiary wykonane przy ich uzyciu sa takze
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obarczone bledami. Nie wnikajac w zasady dzialania miernikéw cyfrowych
mozemy przyjaé, ze doktadnosé ich jest réwna sumie dokladnosci wskaza-
nia i dokladno$ci zakresu pomiarowego. Dokladnoséci te zaleza od rodzaju
wielkos$ci mierzonej i sa z reguly podawane w instrukcji miernika. W przy-
padku braku tych danych musimy przyjec, ze blad jest réwny co najmniej
jednoéci na ostatniej cyfrze wyniku odczytanego z miernika.

2.2. Oszacowanie bledu maksymalnego w po-
miarach posérednich, metoda rézniczki zu-
pelnej

Metoda oszacowania bledu wielkoéci zlozonej przedstawiona ponizej do-
tyczy przypadkéw, gdy bledy systematyczne pomiaru wielkosci mierzonych
bezposrednio sq znacznie wicksze niz bledy przypadkowe, lub gdy wielkosci
te zostaty zmierzone jeden raz (jak to jest przy pomiarach kalorymetrycz-
nych), w tych przypadkach bowiem nie moZna stosowa metod statystycz-
nych. Zgodnie z tym co powiedziano w rozdziale 2.1 musimy przyjaé, ze
pomiary wykonane jeden raz sa obarczone bledem réwnym dokladnosci
przyrzadu pomiarowego. '

Blad pomiaru posredniego jest zalezny od bledéw wielkosci mierzonych
bezpoérednio. W zwigzku z tym w przypadku oceny bledu w pomiarach
poérednich sytuacja jest bardziej ztozona. W celu uzyskania wiekszej przej-
rzystosci obliczen przyjmijmy, ze wielkoé¢ zlozona z jest zalezna od dwéch
wielkoéci z 1 y mierzonych bezpodrednio, tzn. z jest funkcja wielkosci z, y:

z = f(z,y). (2.2.1)

Odpowiada to np. wyznaczaniu przyspieszenia ziemskiego g za pomoca
wahadla matematycznego na podstawie wzoru (1.1.3), gdzie ¢ = f({,T).
Oznaczmy przez g i yg Wartosci rzeczywiste wielkosci = oraz y, a przez z.,
i ym wartosci otrzymane z pomiaru wielkodci fizycznych z i y. Odpowiednio
niech Az 1 Ay oznaczaja bledy maksymalne zmierzonych wartosci z,, i ym.
Warto$é rzeczywista wielkodci zlozonej z oznaczmy przez zg, zad wartosé
wyznaczona na podstawie pomiaréw wielkoédci z oraz y przez z,,. Ponie-
wai z = f(z,y), to 20 = f(zo,yo) oraz zakladamy, ze z, = f(ZTm,Ym).
Wobec tego warto$¢ bezwzgledna réznicy 2, — #p:

l2m — 20l = |f(Zm:ym) — f(%o, y0)!, (2.2.2)

jest bledem bezwzglednym wyznaczonej wartosci wielkodci zlozonej z, ja-
kim jest obarczony dany pomiar. Oszacujmy ten biagd. W tym celu roz-
wiimy funkcje f(z,y) na szereg Taylora funkcji dwu zmiennych w otocze-
niu punktu (Z,,, yr,) 1 obliczmy jej warto$¢ w punkcie (o, yo) (o rozwijaniu
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funkcji na szereg Taylora patrz np. [8, 9]). Otrzymamy wéwczas:

f(zo,y0) = f(@m)ym) + (g—ﬁ) (20 = zm) + (%)zm,y (Yo — ym) +

TmYm m

+%{(32f) (wo—xm)2+2(62f) (70 = @m) (g0 = ym) +

W Tm,Ym 61'8:(/ Tm,Ym
*f 2
+ (a_gﬂ)zm,yngyo - Ym) } +o (223

Jezeli bledy maksymalne Az i Ay wartoéci z.,, i ¥, zmierzonych bezpo-
$rednio sa na tyle male, ze w rozwinieciu funkcji f(z,y) na szereg Taylora
mozemy ograniczyé sie do wyrazéw liniowych w zmiennych z oraz y, to
wtedy:

f(zo,90) = f(xm,ym)+(%£—)xmvyn(txo—mm)+(g—]yc)mm’yiyo—ym). (2.2.4) “
Aby zrozumieé, w jakim znaczeniu jest uzyte stowo ,male”, a tym sa-
mym, aby zrozumie¢ znaczenie zastosowanego przyblizenia, przeanalizujmy
rysunek 2.2. Na rysunku tym przedstawiono przykltadowy wykres funkcji
z = f(z). Dla uproszczenia jest to funkcja jednej zmiennej, jednak przed-
stawione tu rozwazania w pelni stosuja sie do funkcji wielu zmiennych.
W punkcie z,,, w otoczeniu ktérego rozwijamy funkcje f(z) na szereg Tay-
lora, wykreSlono styczna do krzywej z = f(z). Styczna ta, jak przedsta-
wiono na rysunku, w zakresie zmian z od z,, ~a do z,, +a prawie pokrywa
sie z krzywa z = f(z), za§ dlaz < z,, —a 1 ¢ > z,, + a réZnice miedzy
wartosciami funkeji i rzednymi stycznej zaczynaja wzrastaé. Na przyktad
dla ¢ = z,, + b oraz dla & = z,,, — b rézinice te s3 wyrazne. Wynika stad, ze
dla z,, —a < z < 2, + @ wartosci funkeji obliczone ze wzoru (2.2.4), ktéry
dla jednej zmiennej przyjmuje postac

f(2) = flom)+ (;i—f;)rm(x— Zm),
s3 dobrymi przyblizeniami prawdziwej wartoéci funkcji. O réinicy z — z,,
mozemy wtedy powiedzie¢, Ze jest na tyle mala, iz w rozwinieciu funkcji
na szereg Taylora mozemy ograniczy¢ sie do wyrazu liniowego. Powyzsze
uwagi w petni dotyczag funkcji wielu zmiennych. W tym kontekscie stowo
»maly” bedzie uzywane w dalszym ciaggu wyktadu.

Podstawiajac (2.2.4) do (2.2.2) otrzymujemy:

o1
5)

|2m — 20| = l(

(20 — 2m) + (3_9 (vo-vm)|-  (225)

Tm Ym Tm,Ym
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f(x)

, styczna
f*b) |~ - — - — - — -

fXxp*a) |- - - - - - - - - - = -~ - I

f(Xpm)
fixpa) p----------
fxyb) [ - — - —

Rys. 2.2: Wyjasnienie stosowalnosci rozwiniecia (2.2.4)

Poniewaz blad maksymalny Az jest ograniczeniem z géry wartoéci bez-
wzglednej btedu bezwzglednego danego pomiaru, zachodzi relacja:

|zm — 20] < Az. (2.2.6)

Aby oszacowaé Az skorzystajmy z nieréwnosci Schwartza: |a+b| < |a|+]b].
Z réwnania (2.2.5) otrzymamy wéwczas:

[zm — 20| < ](%) (zo — wm)l + z(%—y]i> (yo — ym)' . (2.2.7)

Tm,Ym TmYm

Poniewaz, zgodnie z tym co powiedziano wyzej, btedy bezwzgledne wielko-
$ci z 1 y mierzonych bezpodrednio s nie wicksze od ich bltedéw maksymal-
nych, zachodza wiec nieréwnosci:

Az,

Ay. (2.2.8)

|Zm — Zo

Iym - yOI

VAN PAN
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Postawiajac (2.2.8) do (2.2.7) otrzymujemy:

lzm — 20| < Az = I(%)xm,yi&w'-{- l(g—]yi)xm’ymAy . (2.2.9)
Wzér (2.2.9) mozna bardzo latwo uogélni¢ na przypadek, gdy wiel-
koéé zlozona z jest funkcja r wielkosci mierzonych bezposrednio, tzn.
z = f(z1,%2,...,%,). Oznaczmy przez Tmi,%m.z2,- .y T, Wartosci zmie-
rzone wielkoédci =1, z9,...,2,, a przez Az, Azs, ..., Az, ich bledy maksy-
malne. Wykonujac rachunki identyczne jak powyzej otrzymujemy:

axi Tm,1:Tm,2+ - Tm,r -

Az = gl(af) Aail. | (2.2.10)

Wyrazenie (2.2.10) pozwalajace oszacowaé blad maksymalny wielkoéci
zlozonej stanowi iloéciowe ujecie tzw. reguly przenoszenia bledu dla
przypadku btedu maksymalnego. Przedstawiona metoda obliczania bledu
maksymalnego czesto nosi nazwe metody rézniczki zupeinej.

Ze wzoru (2.2.6) wynika, Ze:

Zm =Dz < 20 < Zm+Az. (2.2.11)

Otrzymujemy wiec zwiazek analogiczny do nieréwnodci (1.1.4). Mozemy go
réwniez przedstawi¢ w formie wzoru (1.1.7), tj.:

20 = 2m £ Az, (2.2.12)

We wzorach (2.2.11) i (2.2.12) z,, = f(%m,ym) odpowiada Z we wzorach
(1.1.4) i (1.1.7), za$ blad maksymalny Az odpowiada A we wzorach (1.1.4)
i (1.1.7). W ten sposéb, w przypadku gdy bledy systematyczne sg znacznie
wieksze od przypadkowych, lub gdy jakakolwiek wielkoé¢ fizyczna mierzona
bezposrednio zostala zmierzona jeden raz, otrzymaliémy odpowiedz na py-
tanie postawione w rozdziale 1.1.2 o cel teorii bleddw.

Nalezy zaznaczy¢, ze jezeli bledy maksymalne wielkoéci mierzonych bez-
poérednio Az; zostaly okreSlone prawidtowo i nie ma innych zrédet bledéw
systematycznych, to wielko$é Az obliczona ze wzoru (2.2.10) okresla gra-
nice (gérng i dolna) przedziatu, w ktérym zawarta jest wartosé rzeczywista.
Z tego co powiedziano wyzej wynika, ze blad maksymalny wzgledny jest
rowny:

Az

Zm

Na zakoniczenie tego rozdzialu przedstawimy przypadek, kiedy zastoso-
wanie metody rdzniczki zupelnej umozliwia bardzo proste obliczenie btedu
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maksymalnego wzglednego. Niech wielko$¢ zlozona z bedzie funkcja wiel-

kosci mierzonych bezposrednio z; (i = 1,2,...,r) postaci:
z = Al =¥, (2.2.13)
=1
gdzie A oraz a; sg statymi. Logarytmujac réwnanie (2.2.13) otrzymujemy:
r
Inz = 1nA+Za,~ Inz;. (2.2.14)
=1

Korzystajac ze znanego wzoru d(In f(z)) =d (f(z))/f(z) i zalozefi zrobio-
nych przy wyprowadzeniu wzoru (2.2.10) otrzymujemy dla bledu wzgled-

nego wyrazenie:
Az ! Az;
B2 _ a2
Zm i=1

T,

(2.2.15)

Ten sposéb obliczania bledu maksymalnego wzglednego bywa nazy-
wany metoda pochodnej logarytmicznej.

Ze wzoréw (2.2.10) i (2.2.15) wynikaja podstawowe reguly przenoszenia
bltedéw maksymalnych, a mianowicie jezeli:

z =1+ 22 to Az = |Azy| + |Azyl.
z2 =121 — 23 to Az = |Azq| + |Azy|.
z=11%3 to Az/z = |Azy/zi| + |Azg/ s
z=12zy/xy to Az/z = |Azy /21| + |Azy /24|

Z powyiszego wynika, ze: jezeli wielko§¢ zlozona z jest suma lub réinicai
wielkosci mierzonych bezposrednio, to dodaja sie bledy maksymalne, a gdy
iloczynem lub ilorazem to dodaja sie bledy maksymalne wzgledne.

Przyklady

1. Wyznaczanie obwodu czworokgta.
Mierzac boki czworokata otrzymujemy wartoéci ly, Iy, I3, l4. Obwdd czwo-
rokata L = Iy + Iy + I3 + 4. Niech bledy maksymalne pomiaréw bokéw
tego czworokata wynosza Aly, Alg, Als i Aly. Wéwezas btad maksymalny
wyznaczonego obwodu bedzie AL = Aly + Al + Alz + Aly. W przypadku
gdy Aly = Aly = Al = Aly = Al to AL = 4Al; czyli btad wyznaczonej
dlugosci obwodu czworokata bedzie czterokrotnie wigkszy niz blad pomiaru
kazdego z bokdw.

2. Wyznaczanie ciepta topnienia lodu.
Cieplo topnienia lodu wyznaczamy przy uzyciu kalorymetru wod-
nego. Oznaczmy odpowiednio przez cr, mg i c¢,, ™, cieplo wia-
sciwe i mase kalorymetru z mieszadelkiem oraz cieplo wlasciwe i mase
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wody. Przyjmijmy w tym przykltadzie, ze kalorymetr i mieszadetko sa
wykonane z tego samego materialu. Cwiczenie wykonujemy nastepu-

jaco. Wazymy kalorymetr z mieszadetkiem — ich masa jest réwna
my. Nalewamy wode do kalorymetru i wazZymy ponownie — znaj-
dujemy mase m; = mg + My, stad my, = m; — mg. Odczytu-

jemy temperature poczatkowa kalorymetru z woda f,. Wrzucamy do
kalorymetru kawatek lodu o temperaturze 0°C. Temperatura spadnie
i osiggnie warto$¢ ty. Wazymy ponownie kalorymetr z woda i wodg po-
wstaly z lodu, ich masa bedzie réwna my = m; + mp (mg - masa lodu).
Cieplo topnienia lodu oznaczmy przez r. Pomijamy wymiane ciepta z oto-
czeniem. Spowoduje to pewien blad systematyczny, ktéry dla dobrze izolo-
wanych kalorymetréw mozna pomingé. Dokladny opis wykonania ¢wiczenia
podano np. w [10, 11]. Ukladamy bilans cieplny

rmp, + cymp(ty — 0°C) = Ck’mk(tp —tk) + Cwmw(tp —~tg) -
Stad otrzymujemy

_ ckmi(tp — tk) + cw(ma — mi) (B — L) — cuw(m2 — mi)ti (2.2.16)
e —— . (2.2

W tym przypadku mozemy jedynie oceni¢ btad maksymalny, poniewaz roz-
rzut wynikéw pomiaru temperatury ¢, jest zazwyczaj mniejszy od doklad-
nosci termometru, oraz dlatego, ze z powodu wymiany ciepla z otoczeniem
temperature koficowa ¢y mozemy odczytac tylko jeden raz. Oceny bledu
maksymalnego Ar mozemy dokonaé korzystajac z wzoru (2.2.10). Jezeli
masy wyznaczamy korzystajac z tej samej wagi i z ta sama dokladnoscia,
to Am; = Amy = Amg = Am, oraz, jesli korzystamy z tego samego ter-
mometru, to At, = Aty = At. Cieplo wladciwe kalorymetru ¢, 1 wody ¢,
odezytujemy z tablic. W celu znalezienia Ar musimy obliczyé pochodne
czastkowe:

or — (ck — cw)(tp —tr) _ _(ew —cr)(tp — tr)
omy, my — my my — my ’

or _ cw(mg — mg)(tp — te) + ckmi(tp — tr)
omy (mg — my)? '

or _ cemi(tp — tk) + co(my — my) (tp — tk)
amz (m2 - m1)2 ’

or  cmy + cyp(my — my)

5; - mq — my ’

or ckmy + ¢y (mg — my)

Oty mg —my
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Podstawiajac obliczone pochodne do wzoru (2.2.10) otrzymujemy:

a_rAm| + Iai;

Ar—l

Am|+! At\+'atkAt| (2.2.17)

Omy,

Wyznaczajac . cieplo topnienia lodu korzystaliémy z kalorymetru
i mieszadelka wykonanego z aluminium. Jego cieplo wlhasciwe
¢k = 0.896 kJ/(kg-K). Wyznaczona masa kalorymetru wraz z miesza-
detkiem my; = 124.2 g. Wyznaczone wartoSci pozostalych mas wynosza:
my = 207.1 g, my = 220.8 g. Pomiary temperatury daly nastepujace warto-
Sci: t, = 21°C i tx = 10°C. Masy mg, m1, mg Wyznaczono z dokladnodcia
0.1 g, czyli Am = 0.1 g, a temperatury ¢, i t; odczytano z dokladnoscia
0.2°C (At = 0.2°C). Cieplo wlasciwe wody wynosi ¢,, = 4.186 kJ/ (kg - K).
Podstawiajac do wzoréw (2.2.16) i (2.2.17) zmierzone wartosci my, mq, ma,
tp, tx 1 odczytane z tablic wartosci ¢ i ¢, W wyniku obliczen otrzymujemy:
r = 326.12019 kJ/kg i Ar = 20.577593 kJ/kg. Zgodnie z tym co powie-
dziano w rozdziale 1.1.4 wynik pomiaru zapisujemy: r = (326 4 21) kJ /kg,
mozemy podac¢ réwniez btad wzgledny:

A
27— 0.06,

czyli, Ze cieplo topnienia lodu wynosi 326 kJ/kg z doktadnoscia 6%.

3. Wyznaczanie gestoéci cieczy nie mieszajgcych sie za pomocqg naczyn
potgczonych.

Zaktadamy, ze opis naczyn polaczonych i warunki réwnowagi cieczy w na-
czyniach polaczonych sa dobrze znane czytelnikom, dlatego pomijamy te
zagadnienia. Opis wykonania ¢wiczenia jest podany np. w [12].

Na rysunku 2.3 przedstawiono naczynia potaczone w ksztalcie U-rurki,
w ktérej znajduja sie dwie nie mieszajace sie ciecze o gestosciach p-i p..
Wysokoéci stupéw cieczy h i h, (jak pokazano na rys. 2.3) mierzymy od
poziomu ich zetkniecia sie, za pomoca np. katetometru. Opis katetometru
jest podany np. w [10]. W warunkach réwnowagi hp = hgp;, czyli

_h

W tym przypadku zamiast korzystaé ze wzoru (2.2.10) wygodnie jest obli-
czyé blad maksymalny wzgledny, korzystajac z wzoru (2.2.15). Otrzymamy
wowczas:

= R

Niech ciecza badang o g(;stosm pz bedzie rtec, a ciecza o znanej gestosci
woda (p = 1 g/cm?®). Pomiary daly h = 271.5 mm, h; = 20.4 mm. Dok}ad-
noéé wyznaczenia wysokosci stupa cieczy za pomoca katetometru wynosi
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hx

Px

Rys. 2.3: Naczynia polaczone z cieczami nie mieszajacymi sie

0.2 mm, wobec tego AR = Ah, = 0.2 mm. Przyjmujac, Ze znamy do-
ktadna wartoé¢ gestoici wody (Ap = 0) otrzymujemy: p, = 13.3088 g/cm?,
Apz/pz = 0.01054, Ap, = 0.14027 g/cm3. Zaokraglajac btad wzgledny
mozemy powiedzie¢, ze gesto$¢ rteci zostata wyznaczona z dokltadnoscia
1.1%. Zgodnie z tym, co powiedziano w rozdziale 1.1.4, wynik zapiszemy w
postaci:

pr = (13.3140.15) g/cm>.



3. Wielkos$ci charakteryzujace serie
pomiaréw obarczonych bledami
przypadkowymi

W poprzednim rozdziale przedstawiliSmy ocene btedu maksymalnego, ktéra
umozliwia uwzglednienie bledéw systematycznych. W tym i trzech na-
stepnych rozdziatach bedziemy rozpatrywaé przypadki, gdy bledy syste-
matyczne mozna pomingé w pordwnaniu z bledami przypadkowymi. Be-
dziemy wiec rozwazali przypadki, gdy wykonujemy serie pomiaréw i rozrzut
wynikéw bedzie znacznie wigkszy niz dokladnos$é przyrzadu pomiarowego.
Kazda seria pomiaréw zawiera skoficzong liczbe wynikéw N. W praktyce
liczba wynikéw pomiaréw N wynosi od kilku do kilkudziesieciu, jest wiec
liczba niezbyt duza. W zwiazku z tym, zanim przejdziemy do omdéwienia
tych najprostszych zagadnieri statystyki matematycznej, ktére maja bezpo-
$rednie zastosowanie praktyczne przy ocenie bledu i przedstawianiu wyni-
kéw pomiaréw, zajmiemy sie, zaréwno w przypadku pomiaréw bezposred-
nich, jak i poérednich, wielko$ciami wyznaczanymi na podstawie wynikéw
pomiaréw charakteryzujacymi serie pomiarowa.

3.1. Wartosé¢ Srednia serii pomiaréw bezposred-
nich '\ |

W rozdziale 1.1.5 pokazalidmy, ze bledy przypadkowe powoduja rozrzut wy-
nikéw pomiaru, tzn. ze jezeli wykonamy seri¢ N pomiaréw tej samej wiel-
kodci fizycznej z, to otrzymamy ciag jej wartosci z1, 7, ..., zN. Wartodci te
beda roztozone w pewnym przedziale, tzw. przedziale zmienno$ci. Jak
wykazuje praktyka pomiarowa (i co bedzie dalej uzasadnione) rozrzut wyni-
kow nie jest réwnomierny. Przy duzej liczbie pomiaréw widaé, ze ukladaja
si¢ one w poblizu pewnej wartoéci a, lezacej wewnatrz przedzialu zmienno-
sci. Przyktad takiego rozrzutu przedstawiono na rysunku 3.1. W zwiazku z
wystepowaniem rozrzutu wynikéw pomiaru w pierwszej kolejnosci podamy
kryterium, ktére pozwoli znalezé warto$¢ a, wokét ktérej grupuja sie wyniki
serii pomiaréw. ‘

Najprostszym narzucajacym sie kryterium jest zalozenie, ze suma war-
tosci bezwzglednych réznic miedzy poszukiwana wartodcia a oraz wynikami -

35
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“—

Rys. 3.1: Rozrzut wynikéw pomiaréw wokél wartosci a

pomiaréw z; ma by¢ minimalna. Inaczej méwiac funkcja
N ) A N
- Gpn(a) = ZI:):, —al. (3.1.1)
=1 )
ma osiagaé minimum, czyli:
Gn(a) = min . \ (3.1.2)

Jednak takie kryterium nie jest poprawne, co pokazemy na nast¢pujacym
przyktadzie.

Tabela 3.1: Wartoéci funkeji G4(a)

a ]9.0[100]105]11.0]11.5]12.0] 13.0
Ga(a) [85| 65 | 65 | 6.5 | 65 | 6.5 | 8.5

W wyniku pomiaru wielkosci fizycznej z otrzymano wartosci: z; = 10,
zg = 12, 23 = 9, 24 = 13.5, czyli N = 4. W tabeli 3.1 przedstawiono
wartodci funkcji G4(a), a na rys 3.2 jej wykres (linia ciagla). Jak widaé
z tabeli 3.1 1 rysunku 3.2 funkcja G4(a) przyjmuje warto$¢ minimalng w
przedziale od ¢ = 10 do a = 12. Wynika z tego, ze kryterium (3.1.2)
z funkcja (3.1.1) nie pozwala jednoznacznie znalezé wartosci a. Jezeli se-
rie pomiaréw powiekszymy o jeszcze jeden pomiar, ktéry np. da wartosé
zs = 10.5, to wéwczas, jak widac z tabeli 3.2 1 rysunku 3.2, funkcja Gs(a)
(linia przerywana) przyjmie warto$¢ minimalng gdy a = 10.5.

7 powyzszych przykladéw wynika, ze jezeli istnieje minimum funkcji
G n(a), to wystapi ono dla a réwnego ktéremus z wynikéw pomiardw.

Oba te przykltady wskazuja na to, Ze funkcja (3.1.1) nie pozwala na
znalezienie wartosci a, wokol ktérej grupuja sie wyniki pomiardw.
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Tabela 3.2: Wartosci funkeji Gs(a)

a 9.0 |10.0 | 105 |11.0|11.5 ] 12.0 ] 13.0
Gs(a) | 10.0 | 7.0 | 6.5 | 7.0 | 7.5 | 8.0 | 11.5

12
) ®
=4 '
G 7 '
1
N Gs(a)
10 — @ '
o~ [} &
A ]
Y 4
J ] !
8
N Ga)
6 T ] T ' 1
8 10 12 14
a
Rys. 3.2: Wykres funkcji Gn(a); — N=4,---N=5

Drugim naturalnie nasuwajacym sie kryterium jest zaloZenie, 7Ze suma
wszystkich réznic z; — ¢ ma byé réwna zero, czyli:

N

Y (zi—a) = 0. (3.1.3)

=1

Kryterium powyzsze mozna wyprowadzi¢ z warunku ogdlniejszego, a mia-
nowicie: ‘

N .
An(a) = Z(zz —a)? = min . (3.1.4)
Aby znalezé wartos¢ a, koto ktérej grupuja sie wyniki pomiaréw, tzn. mini-

mum funkeji (3.1.4), zrézniczkujmy funkecje Ay (a) wzgledem a i pochodna
przyréwnajmy do zera, tzn.

dAn(a) . N _
(Zl = -2) (si-a) = 0, (3.1.5)
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stad za$ mamy zalezno$¢ (3.1.3) oraz

N .
(o) -Na = 0. ’ (3.1.6)

=1

Ostatecznie otrzymujemy:

1 N
a = ]—V—;xi. (3.1.7)

Z analizy matematycznej wiadomo, ze warunek zerowania sie pierwszej
pochodnej funkcji, ktorej ekstremum poszukujemy, jest warunkiem koniecz-
nym, ale niewystarczajacym. Jak tatwo sie przekona¢, w przypadku funk-
cji An(a) w punkcie ¢ danym wzorem (3.1.7), znajduje sie jej minimum.
W dalszym ciggu tego opracowania wszedzie tam, gdzie bedziemy poszuki-
wali ekstremum funkcji, ograniczymy sie do znajdowania miejsc zerowych
pierwszej pochodnej. We wszystkich tych przypadkach beda to ekstrema, a
nie punkty przegiecia. Sprawdzenie tego pozostawiamy czytelnikowi.

Wielko$¢ a, wokdét ktérej grupujs sie wyniki pomiaréw obarczonych bie-
dami przypadkowymi, dana réwnaniem (3.1.7), jest niczym innym jak

srednig arytmetyczng z wartodci z; (1 =1,2,...,N), czyli
1 N
= -ﬁ;wi. (3.1.8)

Zwiazek $redniej arytmetycznej Z, wokdt ktorej grupuja sie wyniki serii
N pomiaréw obarczonych~hledami przypadkowymi z wartoscia rzeczywista
oméwimy w rozdziale 5.

W ogdlnosci Srednia arytmetyczna dowolnych wielkoéci nazywamy ich
sume podzielong przez ich liczbe.

Oprécz $redniej arytmetycznej zdefiniowane s inne §rednie, jak np.:

— $rednia kwadratowa

— érednia harmoniczna

— Srednia geometryczna
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"~ W dalszym ciagu wyktadu bedziemy spotykali sie z Srednia arytmetyczna
i drednig kwadratowa.

Warunek (3.1.4) pozwala na jednoznaczne wyznaczenie wartoéci, woké?
ktérej grupuja sic wyniki pomiaréw. Wyznaczone ze wzoru (3.1.7) wartosci
érednich arytmetycznych dla uprzednio podanych przyktadowych serii po-
miarowych wynosza odpowiednio: 11.125 w przypadku 4 pomiaréw i 11.000
w przypadku 5 pomiaréw. o

Zatem w celu znalezienia wartosci, koto ktérej grupuja sie wyniki pomia-
réw, szukamy takiej wartodci a, dla ktérej suma kwadratdéw réznic z;—a jest
najmniejsza. Poszukiwanie wartoéci, dla ktdrej jakie§ wyrazenie ma wartosé
najmniejsza nazywa sie minimalizacjq. Przedstawiony sposéb minimalizacji
nosi nazwe metody najmniejszych kwadratéw. Postepowanie polega-
jace na wykorzystaniu warunku (3.1.4) w celu znalezienia wartoéci a na
podstawie wynikéw pomiaréw jest najprostszym przykltadem zastosowania
metody najmniejszych kwadratéw. Do metody tej wrécimy w rozdziale 3.5
i rozdziale 5.

Wzér (3.1.8) pozwala nam obliczy¢ $rednia arytmetyczna serii pomia-
réw zawierajacej N wynikéw. Czesto zdarza sie, ze chcemy znalezé wartosé
Srednig z roznych serii pomiarowych tej samej wielkosci fizycznej z. Przy-
pusémy, ze wielko§é fizyczna z byta zmierzona w L seriach pomiarowych
o jednakowej precyzji. Kazda z serii pomiarowych miala inng $rednig Zj
(k = 1,2,...,L) i w kazdej z serii wykonano inna liczbe pomiaréw Ny.
Znamy tylko Zx i N, nie znamy natomiast wynikéw poszczegdlnych po-
miaréw wykonanych w kazdej serii. Dla kazdej z serii zgodnie z definicja
$redniej arytmetycznej spelniony jest zwigzek NiZp = Z;-vzkl z;. Mozemy
wigc znalez¢ uktad L réwnan:

Ny
Nizy = le,j,
j=1

Ny
NoZy = Yz, (3.1.9)
j=1

Ny, -
Npzp = Z TLj-
j=1
Dodajac do siebie stronami powyzsze réwnania otrzymujemy:

L N Ny N
ZNkjk = ZCI)LJ’%—ng,j—{—...-{—ZmL,j. (3.1.10)
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Oznaczmy
L
> Ny =N,
k=1

gdzie N jest liczba pomiaréw wykonanych we wszystkich seriach, wéwczas
réwnanie (3.1.10) przyjmie postaé:

L N
SNz = Y a;. (3.1.11)
Podzielmy obie strony réwnania (3.1.11) przez N:
1 1
Yv—kZN’“i" = Nzxj. (3.1.12)

Prawa strona réwnania (3.1.12) jest $rednig arytmetyczna pomlarow wyko-
nanych we wszystkich seriach, a wiec:

L = L
N

7 = %w]’:[ﬂ = 3w (3.1.13)
k=1+Yk k=1,

Wzér (3.1.13) przedstawia nam wartoéé¢ érednia L serii pomiarowych
wielkosci fizycznej z. Stosunek %& = wi bywa, w tym przypadku, nazywany
waga pomiaru, a $rednia dana wzorem (3.1.13) $rednia wazong. Do tego
zagadnienia wrécimy w rozdziale 5.1.5.

Przyklad

Powierzchnie prostokata wyznaczono w 4 seriach pomiarowych. W pierw-
szej serii wykonano N; = 8, w drugiej Ny = 10, trzeciej N3 = 4 i czwar-
tej] Ny = 7 pomiaréow. Wartosci érednie dla poszczegbinych serii wynosity:
T; = 167.7 cm?, 3 = 171.6 cm?, Z3 = 169 cm?, 74 = 170.3 cm?. Zgodnie
ze wzorem (3.1.13)

8-167.74+10-171.6 +4-16947-170.3

= _ 2 _ 2
T = 59 cm” = 169.9 cm”.

. P i . . . 10 4
Wagi pomiaréw wynosza dla pierwszej serii 29, drugiej 55, trzeciej o5

i czwarte]j 57§.
3.2. Odchylenie standardowe serii pomiaréw

bezposrednich

W poprzednim rozdziale stwierdziliémy, Ze érednia arytmetyczna serii N
pomiaréw jest wartoscia, woko6t ktérej grupuja sie wyniki pomiaréw. Nie
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moéwi ona jednak nic o rozrzucie wynikéw pomiaréw, a wiec jej warto$é nie
charakteryzuje precyzji pomiaréw.

Réznica z; —Z jest odchyleniem pojedynczego pomiaru od wartosci éred-
niej danej serii zlozonej z N pomiaréw. Wazne jest wiec zdefiniowanie wiel-
kosci, ktéra bedzie charakteryzowala nie pojedynczy pomiar, ale caly serig
N pomiaréw. Okreéli nam ona precyzje, z jaka zostala wykonana dana seria
pomiaréw. Obliczmy sume réznic z; — Z (1 = 1,2, ..., N). Jest ona réwna:

N

N ) .
d(zi-z) = Zm,— -Nz. (3.2.1)

=1

Podstawiajac do (3.2.1) érednia arytmetyczna Z dana wzorem (3.1.8) otrzy-
mujemy wazny zwiazek:

N
Y (zi—z) = 0. (3.2.2)

=1 /

WyrazZenie (3.2.2) jest zawsze prawdziwe, poniewaz przy jego wyprowadze-
niu nie dokonywaliémy Zadnych przyblizen. Nie moze ono jednak byé wy-
korzystane do oceny precyzji pomiaru, poniewaz dla danej serii pomiarowej
jest ono spelnione tozsamosciowo. Z tego powodu za miare precyzji danej
seril pomiaréw przyjmujemy érednia kwadratowa bledéw bezwzglednych S,
zdefiniowang nastepujaco:

1 N

1 X, )
Sy = \)—1\7;5" = \}—NZ(mi—xo) , (3.2.3)

=1

gdzie &; jest bledem bezwzglednym i-tego pomiaru. Wielkos¢ S, bedziemy
nazywali w dalszym ciggu tego wykladu odchyleniem standardowym
serii lub odchyleniem standardowym pojedynczego pomiaru serii.
W starszych opracowaniach S; nazywane jest §rednim btedem kwadra-
towym pojedynczego pomiaru. W tym opracowaniu, aby uniknaé cze-
stego pisania symbolu pierwiastka kwadratowego, bedziemy czesto postugi-
wali sie wielkoscia S2, ktéra bedziemy nazywali wariancja serii. Przyjecie
S, za miare precyzji serii pomiarowej znajduje uzasadnienie, ktore zosta-
nie podane w rozdziale 5.1. Wielkoéé S, zdefiniowana wzorem (3.2.3) jest
nieznana, poniewaz nie jest znana warto$¢ rzeczywista zo. Obliczenie Sy
staje sie mozliwe, gdy znajdziemy zwiazek miedzy nieznana suma kwadra-
téw bledéw bezwzglednych SN | (2; — 20)? a suma kwadratéw odchyleri od
$redniej arytmetyczne]j Zf\il (z; — £)? , ktdra tatwo mozna obliczy¢. Blad
bezwzgledny i-tego pomiaru jest:

§; = z;—xq. (3.2.4)



42 3. Wielkosci charakteryzujace seri¢ pomiaréw...

Wysumujmy bledy bezwzgledne i podzielmy przez liczbe pomiaréw. Otrzy-
mamy wtedy:

N LN ' ,
=1 1=1

-7 powyzszego réwnania wynika, Ze

1 N N
0 = —ﬁ;xi—ﬁg z— (3.2.6)
gdzie
5= iﬁm. (3.2.7)
Ni:l .

PoniewaZ nie mamy zadnych podstaw, aby przyja¢, ze T jest réwne zo,
musimy przyjac, ze w ogélnym przypadku z # zo wiec i § # 0. Podstawiajac
(3.2.6) do (3.2.4) otrzymujemy:

&, = xi—:i-f—g.

Stad:
Z;—T = §; — 5. (3.2.8)

Podnoszac (3.2.8) obustronnie do kwadratu, sumujac po: (1 =1,2,..., N)
oraz dzielac przez liczbe pomiaréw mamy:

1 & , 1, &
NZ(x,-_as) = N—Z(&—@ = —26 + (8 Fszja,-. (3.2.9)
1=1 =1
Wstawiajac (3.2.7) do (3.2.9) i biorac pod uwage wzér (3.2.3) otrzymujemy: -

—(8)%. (3.2.10)

||Mz
HN
|

Ale

~ 1
2 s ) _ 2
6)? = (NZ )" = N2Za N2Za (Z&k) (3-2.11)
=1 J k#j
Poniewaz iloczyny 6,0y (] # k) maja rézne znaki, nie popelnimy duzego
bledu, jezeli dokonamy przyblizenia i pominiemy w réwnaniu (3.2.11) wyraz
zawierajacy te iloczyny. Otrzymamy wtedy:

() ~ ii&? _ls (3.2.12)
~ N2 L i = N T ) r///' L
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Podstawiajac (3.2.12) do (3.2.10) znajdujemy:

N
52 = 1 (z; — 7)2. (3.2.13)

=1

Otrzymane wyrazenie zawiera jedynie wielkosci bedace wynikiem pomiaru,
pozwala wiec na obliczenie odchylenia standardowego serii S,. Wystepujaca
w mianowniku wzoru (3.2.13) liczba N —1 = k jest nazywana liczba stopni

_swobody. Jest ona réwna liczbie niezaleZnie wyznaczonych wielkoéci (licz-
bie pomiaréw) minus liczba wielkosci (parametréw) obliczonych przy ich
uzyciu. W naszym przypadku jest jedna wielkos¢ obliczona na podstawie

“serii N pomiaréw, jest nig érednia arytmetyczna Z, ktdra jest niezbedna do
obliczenia S,. Inaczej mowiac liczba stopni swobody &k = N — Q, gdzie N
jest liczba niezaleznie wyznaczonych wielkoéci, a @ liczba réwnan wigzacych
te wielkodci.

Odchylenie standardowe serii S, charakteryzuje precyzje wykonania po-
miaréw w danej serii pomiarowej i mozemy je uwazac za $redniag wartosé
niepewnosci kazdego z pomiaréw danej serii pomiarowej. Bledy poszczegdl-
nych pomiaréw przenoszg si¢ na obliczong warto$é sredniej arytmetycznej
z. Wielko$¢ charakteryzujaca precyzje wyznaczonej éredniej arytmetycznej
Z nazywamy odchyleniem standardowym Sredniej arytmetycznej
serii Sz; obliczymy je w rozdziale 3.4, w ktérym poznamy ,regule przeno-
szenia btedéw” w przypadku, gdy wyniki pomiaréw niezaleznych obarczone
s3 bledami przypadkowymi.

3.3. Warto$¢ érednia serii pomiarow posrednich

W dwéch poprzednich rozdziatach, dla mierzonej bezposrednio wielkosci fi-
zycznej z, znalezliémy wartos¢, wokdt ktoérej grupuja sie wyniki pomiaréw,
tj. érednia arytmetyczna Z oraz odchylenie standardowe serii S,.. Wiekszosc
wielkoéci fizycznych to wielkoéci zlozone, zalezne od wielkoéci mierzonych
bezposrednio. Ich pomiar jest pomiarem poérednim i zostal on wyja-
$niony w rozdziale 1.1.1. Dla tatwiejszego zrozumienia i wiekszej przejrzy-
stoéci rozwazan przyjmijmy, ze wielkoé¢ ztozona z jest zalezna od dwdch
mierzonych bezposrednio wielkoéci z 1 ¥, tzn., Ze

z = f(z,y). (3.3.1)

3.3.1. Pomiary niezalezne

Zalézmy, Ze obie mierzone wielkodci fizyczne sa od siebie calkowicie nieza-
lezne, to znaczy, ze wynik pomiaru jednej wielkosci nie zalezy od wyniku
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pomiaru drugiej oraz blad pomiaru jednej wielkosci nie jest zwiazany z
bledem drugiej.

Przyjmijmy, ze w wyniku pomiaru wielkoSci z otrzymali$émy zbidr
N wartoéci z1,%2,...,%5,...,ZN, a wielkoSci y zbidr M wartosci
Y1, Y2, - oy Yky - - -, Ym. Kazdej parze wartodci (zi,yx) (¢ = 1,...,N),
(k =1,...,M) odpowiada wartod¢ zy = f(z;,yk), np. parze (z1,y1) od-
powiada z11, a parze (z4,y1) odpowiada z4. Liczba par (z;, yx) jest oczy-
wiscie réwna N M, a wiec otrzymujemy zbiér wartosci wielkosci zlozonej
z zawierajacy NM elementéw z;. Zgodnie z tym co powiedziano o $red-
niej arytmetycznej w rozdziale 3.1 wartoé¢ éredniej arytmetycznej Zz serii
pomiaréw posrednich wielkodci z(z,y) jest zdefiniowana nastepujaco:

1 N M
zZ = szzik. ‘ (332)

i=1 k=1

Obliczenie Z przy uzyciu wzoru (3.3.2) prowadzi do zmudnych obliczen
numerycznych. Wyrazenie to mozna jednak uproscic. W tym celu rozwinmy
funkcje z = f(z,y) na szereg Taylora funkcji dwu zmiennych, w otoczeniu
punktu (Z,7), 1 ograniczmy sie do wyrazéw liniowych w zmienych z oraz y.
W tym przyblizeniu wartoé¢ funkcji z = f(z,y) w punkcie (z;, yx) bedzie
réwna:

ze = flzi,u) = f(5,9) + (%)i’g(xi — )+ (%)E,g(g/k —g). (3.3.3)
Przyblizenie to jest réwnowazne zqfoZeniu, Ze zmiana wartoéci wielkosci
z = f(z,y) spowodowana rozrzutem wynikéw pomiaru w calym przedziale
otrzymanych wartosci z; 1 yx jest w przyblizeniu lintowa. Bardziej szczegd-
towe uzasadnienie stosowalnosci tego przyblizenia zostanie przedstawione
w rozdziale 5.1.6, (poréwnaj takze rozdzial 2.2). Podstawiajac (3.3.3) do

(3.3.2) otrzymujemy

Poniewaz f(Z,7), (0f/0z)zy5 i (8f/0y)zy mozemy wynieéé przed znaki
sum, to

N M
5 f(59)+ %(g—ﬁ) S (i —7) + A-l?(%)m S (- 7). (3.34)

T i k=1
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Zgodnie ze wzorem (3.2.2) YN (2;—2) =01 XM, (4 —7) =0, a wiec z
réwnania (3.3.4) otrzymujemy przyblizong wartosé

z = f(z,7). (3.3.5)

Tak wigc wartoéé $rednia wielkosci zlozonej z = f(z,y) jest funkcja
$rednich arytmetycznych niezaleznych wielko$ci mierzonych bezposrednio
pod warunkiem, ze mozemy w rozwinieciu (3.3.3) ograniczyé sie do wyrazéw
lintowych w zmienych z 1 y. :

Gdy wielkoé¢ zlozona z jest funkcja r niezaleznych wielkosci mierzonych
bezpoérednio zi, zg, ..., T, to, w tym przyblizeniu, zachodzi zwiazek:

z = f(:f], Zg,.. .,57,-) . (336)

Dowdd pozostawiamy czytelnikowi.

3.3.2. Pomiary zalezne

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy zmierzona wartod¢ wielkosci fizycznej y
jest zalezna od wyniku pomiaru innej wielkoéci fizycznej z. Pomiary takie
bedziemy nazywali pomiarami zaleznymi. W takim przypadku kazdej
zmierzonej wartodci z; odpowiada wartos¢ y; bedaca Wynlklem pomiaru
wielkosci y.

Przyjmijmy, ze wykonalismy N odpowmdajadcych sobie pomiaréw dwdch
wielkosci z oraz y, w wyniku ktérych otrzymaliSmy N par (z;,y;) (¢ =
1,2,...,N). Na ich podstawie mozna wyznaczy¢ N wartosci z; = f(z;, ;)
(t=1,2,...,N). Zgodnie z tym co powiedziano o $redniej arytmetycznej
w rozdziale 3.1 warto$¢ éredniej arytmetycznej serii pomiaréw po-
$rednich bedzie w tym przypadku wyrazac sie wzorem:

A
7 = NZzi. (3.3.7)
=1

Podobnie jak w przypadku pomiaréw niezaleznych rozwinmy funkcje
z = f(z,y) na szereg Taylora funcji dwéch zmiennych w otoczeniu punktu
(z,7) i ograniczmy.sie do wyrazéw liniowych w zmiennych z oraz y. W tym
przyblizeniu wartoéé funkeji w punkcie (z:,y5) jest

zi = fleou) = f(,9) + (%)f,g(ﬂﬁi—f)*‘ (g‘;)i@(yi—g)\- (3.3.8)

Podstawiajac (3.3.8) do (3.3.7) i powtarzajac obliczenia wykonane dla po-
miardw niezaleznych otrzymujemy

z = f(&,7). (3.3.9)



46 ’ 3. Wielkosci charakteryzujace serie pomiaréw...

Wzér (3.3.9) moze by¢ stosowany wéwczas, gdy rozwiniecie (3.3.8) jest do-
brym przyblizeniem lub zwiazek miedzy mierzonymi wielko$ciami jest li-
niowy. Jest on identyczny ze wzorem (3.3.5) otrzymanym dla pomiaréw
niezaleznych. W przypadku gdy wielko$¢ ztozona wyznaczamy na podsta-
wie pomiaréw bezpoérenich r wielkosci zaleZnych otrzymamy réwniez wzor

(3.3.6).

3.4. Odchylenie standardowe serii pomiaréw po-
Srednich

3.4.1. Pomiary niezalezne

Odchylenie standardowe serii pomiaréw posrednich S, wielkosci
z = f(z,y) definiujemy podobnie jak wielkosci mierzonej bezposrednio.
Zgodnie ze wzorem (3.2.3) jego kwadrat wynosi:

2 1 XX 2
Sz = WZ Z(Zz’k - Zo) s (341)
i=1 k=1

gdzie zo = f(zo,yo) jest wartoscia rzeczywista wielkosci zlozonej z, pozo-
state oznaczenia jak w rozdziale 3.3. Poniewaz nieznana jest wartoSc rze-
czywista zg nie mozemy, ze wzoru (3.4.1), obliczy¢ SZ. Aby obliczyé przy-
blizong warto$é S? rozwiimy funkcje z = f(z,y) na szereg Taylora funkcji
dwu zmiennych, w otoczeniu punktu (Z,y) 1 ograniczmy si¢ do wyrazéw
liniowych w zmienych z i y (przyblizenie to zostanie szczegétowo omdwione
w rozdziale 5.1.6, por. takze rozdzial 2.2), wéwczas wartosci funkcji f(z,y)
w punktach (z;, yx) oraz (zo, yo) Wyraza si¢ nastepujaco:

= Jenu) = @D+ (), @m0+ (5), -9, 342

~ oo (OF v, (9 _
2 = f(zo,y0) = f(%,9)+ (-a—a—:)a_:,g(.’vo -Z)+ (%)i,ﬁ(yo - §).(3.4.3)
Odejmujac stronami réwnania (3.4.2) i (3.4.3) znajdujemy:

Zik — 20 =2 <%£)f,§(zi — o) + (g—g ~,g(yk - Yo) - (3.4.4)

yl’

Podstawiajac (3.4.4) do (3.4.1) i wynoszac przed znaki sum wielkosci nie-
zalezne od wskaznikéw sumowania otrzymujemy:

1 0fyv Y T
57 = ﬁ(%)f’gg(xi—xoy—%M(gg)iyZ(yk“yOV—F

) ) M
* ﬁ@_;)x,g(%)m( (@i = fo)) ( >y - yo)). (3.4.5)
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Ostatnia sume w wyrazeniu (3.4.5) mozemy zapisaé jako:

N M
(Z(wi—wo))(Z(yryo) ZZ i~ z0)(yr — Yo) . (3.4.6)

1=1 k=1 =1 k=1

Poniewaz w podwdjnej sumie (3.4.6) wystepuja iloczyny malych i nieza-
leznych wielko$ci, ktérych znaki moga by¢ rézne, to zgodnie z zalozeniem
o btedach przypadkowych mozemy przyjac, ze jest ona rowna zero. Wobec
tego ostatni sktadnik we wzorze (3.4.5) moze zostaé pominiety w pordw-
naniu z poprzednimi wyrazami. PrzybliZzenie to jest tym lepsze im wiece]
wykonamy pomiaréw. Jezeli skorzystamy z definicji odchylenia standardo-
wego (3.2.3), to wzdér (3.4.5) przyjmie postaé:

9f\2 of
2 ~ (9 2 9 2 ,
§? = (az>f,g5f + (a )Wsy. (3.4.7)

)% przypadku gdy wielkosé zlozona z jest funkcja r niezaleznych wielko-
$ci mierzonych bezpaosrednio zq, z9,..., 2, to W tym przybliZeniu:

r af
2~ 2
S; = Z (ax,) S : (3.4.8)

Wyrazenie (3.4.8) stanowi iloSciowe ujecie reguly przenoszenia btedéw
przypadkowych dla pomiaréw niezaleznych. Wynikaja z niego nastepujace
podstawowe reguly, a mianowicie jezeli:

z=1ay+z2,t0 S?=52 +82,
z=x,—z2,t0 SZ= .5'2 +.5'2

z2= 1123, t0 (S2/2)? = ( Sey/21)? + (825 /22)%,
z=1x1/x9,t0 (S5./2)? = (Sz,/71)? + (Sz,/72)%

Méwimy wiec o kwadratowym przenoszeniu bledéw przypadkowych, pod-
czas gdy dla btedéw maksymalnych mamy przenoszenie liniowe (por. roz-
dzial 2.2). Jezeli wielkod¢ zlozona z bedzie funkcja r niezaleznych wielkosci
mierzonych bezposrednio postaci

L
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Korzystajac z ,reguly przenoszenia bledéw” (3.4.8) znajdziemy teraz
odchylenie standardowe §redniej arytmetycznej serii N pomiaréw bezpo-
$rednich. Zgodnie ze wzorem (3.1.8) Srednia arytmetyczna jest funkcja wy-
nikéw wszystkich N pomiaréw, mozemy to zapisaé:

1 N
T = f(zl’xfla'-'axN) = N‘sz . (349)
=1
Zgodnie ze wzorem (3.4.8) 1 (3.4.9) SZ jest

S = %(%)2 S2 . (3.4.10)

g1
. Ty
1=1

Wszystkie wartodci Sg; sa sobie réwne, poniewaz jest to odchylenie stan-
dardowe serii i jest stale dla danej serii. Aby obliczy¢ Sz musimy obli-
czy¢ pochodne 0%Z/0z;. Rézniczkujac (3.4.9) wzgledem z; otrzymujemy
0z/0xz; = 1/N, czyli ze wszystkie pochodne sa réwne sobie. Wobec tego
wzor (3.4.10) przyjmie postac:

52—_1_

A wiec odchylenie standardowe éredniej arytmetycznej serii po-
miaréw wielkodci mierzonej bezposrednio jest dane wzorem:

Sz = 5o . (3.4.11)

VN

Wzér (3.4.8) wyraza warto$¢ odchylenia standardowego serii pomia-
réw posrednich. Bledy przypadkowe wielkosci mierzonych bezposrednio
przenosza si¢, jak przedstawiono powyzej, na ich wartoéci érednie, za$
bledy $rednich arytmetycznych tych wielko$ci przenosza sie na wartosé
z = f(Z1,%2,...,%,). Tak wiec, podobnie jak w przypadku pomiaréw bez-
posrednich, miara precyzji wyznaczenia wartosci z bedzie S;. Obliczymy
- teraz odchylenie standardowe wartosci éredniej serii pomiaréw poérednich
Sz. W tym celu skorzystamy z przyblizonej zaleznosci z = f(Zi, Z2,...,Z,).
W zwiazku z tym znaleziona warto$é S; bedzie dotyczyla wartoéci z da-
nej przyblizonym wzorem (3.3.6), a nie wzorem (3.3.2). Dla uproszczenia
rachunkéw przyjmijmy, ze z = f(z,y). Wtedy, zgodnie z wzorem (3.3.5)
z = f(z,7y), oraz pamiegtajac, ze T i § wyrazaja sie wzorami:

1

1 -
= glatat. ton) | 7= Zitnt.+om), (3412
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mamy:
Z = f(@(z1,22,-- 2N, (Y1, Y2y - YM)) - (3.4.13)

Aby obliczy¢ pochodne 8z/0z; i 0Z/0yx musimy we wzorze (3.4.8) uwzgled-
nié to, ze funkcja z jest funkcja zlozona. Otrzymamy Wéwcza,s:

N _ M .
of oz 2 of 0y 2
- = 2G50 B0 90w 4.14
5t = 2 (Granw) + 2 (5ra, ) 3.414)
Poniewaz 0% /8z; = 1/N i 8§/0yx = 1/M, 2a$ Spy = Sz, = ... = Sz = S
oraz Sy, = Sy, = ...=Sy,, =Sy a wiec wzdr (3.4.14) mozemy zapisac:
dfy2 S2 afv2 S2
o _ (0f\2 Sz (0f\2 Sy
5= (6:7:)5,gN + (ag)f’_M . (3.4.15)

Stad po skorzystaniu z wzoru (3.4.11) otrzymujemy:

S2 = (?1)2_s§+ (g)z S2. (3.4.16)

z 0%/ z,5 oy’/zy Y

W przypadku gdy wielko$¢ ztozona z jest funkcja r niezaleznych wielkosci
mierzonych bezpoérednio z1,z3,...,z,, wzér (3.4.16) przyjmie postac:

r 8f 2
s2 = ;(5’:{;>51@2,...,@ng' (3.4.17)
]:

3.4.2. Pomiary zalezne

Przejdziemy teraz do obliczenia odchylenia standardowego serii pomia-
réw posrednich, gdy wielkosci mierzone bezposrednio sa zalezne. Podobnie
jak w przypadku wielkodci niezaleznych przyjmijmy, ze wielko§¢ zlozona
z jest funkcja dwdch zaleznych wielkoéci mierzonych bezposrednio, tzn.
z = f(z,y). Przyjmijmy réwniez, ze wykonaliSmy N pomiaréw wielkosci
r oraz y 1 otrzymaliémy N par (z;,y;) (¢ =1,2,..., N) wynikéw pomiaréw
i N odpowiadajacych im wartosci z; = f(z;,y) (¢ =1,2,...,N). W tym
przypadku wariancja serii pomiaréw poérednich S?, zgodnie z defini-
cja (3.2.3), wyraza sie wzorem:

N
1
5% = 7V—Z(z,- — z0)?. (3.4.18)
=1

Réznice z; — 29 obliczamy, podobnie jak w przypadku pomiaréw niezalez-
nych (patrz rozdziat 3.4.1), korzystajac z rozwiniecia funkcji z = f(z,y)
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na szereg Taylora w otoczeniu punktu (Z,%) i ograniczajac rozwiniecie do
wyrazéw liniowych w zmiennych z i y. Otrzymamy wyrazenie analogiczne
do wzoru (3.4.4), a mianowicie

0 d

Zik — 20 = (6;:)”(:5' — zg) + (595,@7(% - Yo) - (3.4.19)
Podstawiajac (3.4.19) do (3.4.18) otrzymujemy:
0fy <« 10f\ <

82 = () D= 20"+ (G )y D w0

] 0 al |

¥ (50),(F),, L -w).  (3420)
’ =1

Przerwijmy teraz dalsze obliczanie S? i zanim bedziemy je kontynuowaé
zajmijmy sie ostatnim skladnikiem w wyrazeniu (3.4.20). Sktadnik ten,
w rozpatrywanym przypadku pomiaréw zaleznych, nie moze byé pomi-
niety, jak to wystapilo, gdy pomiary wielkosci mierzonych bezposrednio
byly niezalezne. Na poczatku zalézmy, ze bledy przypadkowe mierzonych
wielkosci z i y mozna pominaé. Wtedy poszczegdlne skladniki sumy

N

> (i = 20)(yi — vo)

1=1
beda mialy ten sam znak, poniewaz zmiana wielkodci z powoduje zmiane
wielkosci y (pomiary sa zalezne!) i odwrotnie. Wszystkie sktadniki beda
mialy znak plus, gdy wzrostowi (spadkowi) wartoici z odpowiada wzrost
(spadek) wartosci y. W przypadku gdy wzrostowi z odpowiada spadek y
lub na odwrét, to wszystkie sktadniki sumy beda mialy znak minus. Jezeli
zakres zmian wielkoéci zaleznych mierzonych bezposrednio jest taki, ze roz-
winiecie (3.4.20) jest dobrym przybliZeniem lub zaleznoé¢ miedzy nimi jest
liniowa, to suma ta ma warto$¢ maksymalng i wnosi istotny wklad do war-
toéci S2. W przypadku gdy bledéw przypadkowych nie mozemy pominaé,
skladniki tej sumy moga mieé rézne znaki i wartosc jej bedzie mniejsza.
Jednak pominal jej nie bedzie mozna.

Po tych uwagach przejdzmy do obliczenia S2. Korzystajac z definicji
(3.2.3) odchylenia standardowego serii pomiaréw bezpoérednich znajdu-
jemy

) f\2 o (0F\2 ary (of
S = (5;)5’@595 + (@)f,ysy +2 (%)E’Q(B—y)f’gcx,y, (3.4.21)
gdzie

1

Coy = N ( i — z0)(¥i — ¥o) , (3.4.22)

||Mz
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i nazywa sie kowariancjq serii pomiaréw wielkosci z i y.

Kowariancji serii pomiaréw wielkosci z i y danej wzorem (3.4.22) nie
mozemy jednak obliczy¢, poniewaz nie sa znane wartosci zg i yo. Postepujac
tak jak w rozdziale 3.2, mozna pokazac, ze gdy zastapimy zp przez z, to
wariacja serii S2 wyrazi sie wzorem:

§2 = —S\(m-2% (3.4.23)

Jezeli teraz wartoéé wielkosci zlozonej z; = f(z, y;) obliczymy z rozwiniecia
funkcji z = f(z,y) na szereg Taylora funkcji dwéch zmiennych w otoczeniu
punktu (Z,y) i ograniczymy sie do wyrazéw liniowych w zmiennych z oraz
Yy, to podstawiajac otrzymany wynik do (3.4.23) dostaniemy

1 N
Coy = 51 ;(ﬂii ~-Z)(y — 9)- (3.4.24)

Kowariancja serii Cy, jest miarg zaleznoéci zmiennych z i y. Moze ona
przyjmowaé dowolne wartosci i z tego . powodu jest niewygodna w uzyciu.
W zwigzku z tym wprowadza si¢ inng bezwymiarowa wielkosé

= Y A.

ktdra nosi nazwe wspé6lezynnika korelacji liniowej serii pomiaréw wiel-
kosci z 1 y. ‘

W przypadku gdy rozwiniecie (3.4.20) jest dobrym przyblizeniem lub
gdy zaleinoé¢ miedzy wielkociami fizycznymi z oraz y mierzonymi bezpo-
rednio jest liniowa i bledy pomiaru mozna pominaé, to jak mozna pokazaéd
p = 1. Znak plus dotyczy przypadku, gdy wzrostowi wielkosci z odpo-
wiada wzrost wielko$ci y i na odwrét; znak minus wystepuje wéwczas, gdy
wzrostowi z odpowiada spadek y lub odwrotnie. Jezeli wielkosci z 1 y sa
niezalezne to p = 0. Bledy pomiaru zmniejszaja warto$¢ wspdlczynnika
korelacji liniowej p. Przy duzych bledach pomiaru |p| moze byé znacznie
mniejsza od 1, chociaz warunki stosowalnoéci rozwinigcia (3.4.20) sa spel-
nione i wielkodci z oraz y sa zalezne. W bardziej zaawansowanych opra-
cowaniach pokazuje sie, Ze wspélczynnik korelacji liniowej serii pomiaréw,
gdy wystepuja bledy przypadkowe, spelnia nieréwnosé:

ol < 1. (3.4.26)
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Wspblzaleznosc wielkodci fizycznych moze, ale nie musi, byé znana w po-
staci zaleznosci funkcyjnej. Na przyklad: wielko$¢ plonéw zbdz jest za-
lezna od wielkosci wiosennych opadéw deszczu. W tym przypadku wyste-
puje wspdlzaleznosc, ale nie znamy jej postaci funkcyjnej. Ogdlnie méwiac,
wspolzalezno$¢ miedzy wielkosciami fizycznymi niezaleznie od tego, czy jej
przyczyny badz postaé funkcyjna znamy, czy nie, nazywamy korelacja, a
wielko$ci skorelowanymi. W celu stwierdzenia, czy mierzone wielkosci sa
skorelowane, musimy obliczy¢ wspélczynnik korelacji p.

Gdy wielko§¢ zlozona z jest funkcja r zaleznych wielkoéci mierzonych
bezposrednio zi,...,z,, to

. Bf 2 8f Bf
S? = ; (5@)51,...,5&, 3,' + g;; (%j)il,-n,fr (.éx_k)il,...,irczj’zk .
(3.4.27)

Przyklady

1. Wyznaczanie przyspieszenia ziemskiego przy uzyciu wahadta
matematyczneqgo — pomiary niezalezine

W celu ilustracji rozwazan dotyczacych pomiaréw niezaleznych przeanali-
zujmy wyznaczanie przyspieszenia ziemskiego g za pomoca wahadla mate-
matycznego. Zgodnie ze wzorem (1.1.3)

l

g = 471-2-1?7 )

gdzie [ jest dlugoscia wahadla, a T jego okresem. Aby wyznaczy¢ g musimy
wykona¢ pomiary diugosci wahadla [ i jego okresu T'. Mierzac dlugo$é¢ wa-
hadla otrzymaliSmy nastepujace wartosci:

I [em]=100.1, 99.8, 100.2, 100.0, 100.3, 99.8, 99.9 ,

czyli Ze seria pomiaréw zawierata N = 7 wartosci. Pomiary okresu drgan
wahadla wykonalismy M = 10 razy i otrzymali$émy nastepujace wyniki:

T [s]=2.02, 1.98, 2.01, 2.00, 2.03, 1.99, 2.01, 2.01, 2.00, 2.02.

Tak dokladne wartoSci mozemy uzyskaé mierzac czas np. 10 okreséw
elektronicznym miernikiem czasu o dokladnosci 0.01 s. Wszystkie ob-
liczenia wykonujemy za pomoca kalkulatora. W obliczeniach przyjeto
m = 3.1415927. Poniewaz w rozdziale 5 zostanyg oméwione zwiazki war-
todci Sredniej i odchyleii standardowych z wartosécia rzeczywista i bledem
pomiaru przedstawione ponizej wyniki obliczen zostaly podane bez zaokra-
glen, tzn. tak jak zostaly odczytane z kalkulatora. Korzystajac ze wzoru
(3.1.8) znajdujemy:

[ =100.01428cm  oraz T =2.007s,
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za$ na podstawie wzoru (3.2.13):
S;=0.1951802cm i ST =0.0149443 s,
oraz na podstawie wzoru (3.4.11):

S;=0.0737712¢cm i Sz =0.0047258 s.

Zgodnie ze wzorem (3.3.5) warto$¢ érednia g jest rowna: g = 47rzl_/Tz.
Podstawiajac obliczone powyzej wartosci [ i T otrzymujemy:

§ = 980.22503 cm /s>

Dla poréwnania, § obliczone ze wzoru (3.3.2) wynosi § = 980.37505 cm/s?,
réznica jak widaé jest niewielka, a wiec stosowane przyblizenie przy wy-
prowadzeniu wzoru (3.3.5) jest w tym przypadku uzasadnione. Obliczajac
pochodne dg(I,T)/0! oraz 8g(l,T)/0T, a nastepnie podstawiajac ich war-
toécj lic%bowe; obliczone wartoéci S;, S do wzoru (3.4.8), otrzymujemy:

S S, = 14.722557 cm/s2.

Odch;/lénie standardowe wartoéci § obliczamy ze wzoru (3.4.17) podstawia-
jac obliczone uprzednio wartosci pochodnych i odchylen standardowych Sy
oraz S7. Wynosi ono:

S; = 4.6690808 cm/s?.

Do przykladu tego wrécimy w rozdziale 5.1.6, 5.21 6.3.

2. Wyznaczanie oporu elekirycznego przy uzyciu prawa Ohma — pomiary
zalezne

W celu wyznaczenia wartosci oporu omowego skorzystano z prawa Ohma,
R = U/I, gdzie U — spadek napiecia na oporniku , I — natezenie ply-
nacego pradu. Pomiary wykonano zmieniajac warto$¢ natezenia pradu I
(w takim zakresie, aby rozwiniecie (3.3.8) bylo dobrym przyblizeniem)
i wykonujac pomiary U oraz I. Przy takim sposobie wykonania pomiaréw
jest to pomiar wielkosci zaleznych. Otrzymano nastepujace wyniki:

T[A] [ 043 0.46 049 051 0.52 0.55
U V]| 11.0 115 12 125 123 138
R[Q] | 25.6 250 245 245 236 25.1

Obliczone ze wzoru (3.1.8) érednie arytmetyczne wynosza I = 0.493 A,
U =12.18 V, R = 24.72 Q. Srednia wartoé¢ R obliczona ze wzoru (3.3.7)
R = U/I = 24.71 Q. Odchylenia standardowe serii pomiaréw bezpo-
érednich napiecia i natezenia pradu obliczone ze wzoru (3.2.13) wynosza:
Sy = 0.043 A oraz Sy = 0.96 V. Kowariancj¢ Cry obliczamy ze wzoru
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(3.4.25), wynosi ona Cry = 0.04064 V-A. Odchylenie standardowe serii
pomiaréw podrednich otrzymamy korzystajac ze wzoru (3.4.21). Wynosi

ono — —
Sp = \ﬂ%)zsg + (%)2:9? i %CLU.

Podstawiajac obliczone wartosci I, U, Sy, St oraz Cyy otrzymujemy

Sp = 0.429Q.

Obliczmy jeszcze ze wzoru (3.4.25) wspélczynnik korelacji p, jego wartosé
wynosi 0.98.

3.5. Metoda najmniejszych kwadratow

W rozdziale 3.1 korzystajac z metody najmniejszych kwadratéw znalez-
liSmy wartos¢, wokét ktorej grupuja sie wyniki pomiaréw danej wielkoéci
fizycznej obarczonej bltedami przypadkowymi. W tym rozdziale podamy
inne jej zastosowania.

W wyniku serii V pomiaréw dwéch wielkoéci fizycznych z i y, o ktérych
sadzimy, Ze sg zalezne, otrzymujemy pary liczb (z;, ;) (i =1,2,...,N). Je-
zeli te wielkosci sa zalezne i pomiary zostaly wykonane w duzym zakresie
zmian tych wielkosci, to na wykresie w ukltadzie wspdirzednych XY wyniki
pomiaréw powinny ukladaé sie wokél jakiejs krzywej y = f(z). Ogdlna po-
sta¢ funkcji y = f(z) moze byé znana lub na podstawie wykresu zaleznosci
y = f(z) mozemy sqdzi¢ jaka jest postaé tej zaleznoéci. W obu przypad-
kach do analizy zaleznoéci y = f(z) mozemy stosowal metode najmniej-
szych kwadratéw. Omawiajac zastosowania metody najmniejszych kwadra-
téw, na poczatku zalézmy, ze ogolng postaé zaleznosci funkcyjnej znamy,
a w rozdziale 3.5.3 krétko oméwimy przypadek, gdy rzeczywista zaleznosé
y = f(z) nie jest znana i bedziemy ja przyblizaé funkcja, ktérej postaé
zakladamy.

Zanim przejdziemy do przedstawienia przypadku, gdy znamy ogdlna po-
sta¢ funkcji y = f(z), rozpatrzmy nastepujacy przyklad.

Z wiezy o wysokosci Hy zostal rzucony kamiern pod katem « do po-
ziomu z predkoscia poczatkowa vg. Dokonujemy, pomiaru zalezno$ci wy-
sokosci y kamienia nad powierzchnia ziemi od odlegloéci z od podstawy
wiezy, tzn., ze przy ustalonych odlegtoéciach z;,z,,...,zxy wykonujemy
pomiary wysokosci y1,¥2,...,yn. Inaczej méwiac dla danej odlegtosci od
podstawy wiezy z; mierzymy wysokosC y;, na ktdrej znajduje sie kamien.
Mierzymy wiec dwie wielkosci i jako wynik pomiaru otrzymujemy pary
liczb (z;,4:) (¢ =1,2,...,N). Przyklad wynikéw pomiaréw przedstawiono
na rysunku 3.3. :
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Rys. 3.3: Przyktad wynikéw pomiaréw polozenia w rzucie ukoénym z wiezy o wyso-
kosci Ho = 10 m. e punkty zmierzone, linia ciagla przedstawia obliczony z
réwnan ruchu tor kamienia

Jak widaé¢ z rysunku 3.3, wyniki pomiaréw ukladaja sie wokét pew-
nej krzywej. Z rozwiazania réwnan ruchu dla rzutu ukosénego wynika, Ze
tor kamienia (jezeli pominiemy opér powietrza) jest parabola o réwnaniu
y = c;+coz+caz?, gdzie wspdlezynniki ¢;, 2, 3 sa zwiazane z wielkosciami
Hy, vo, v, g, a mianowicie: ¢; = Ho, ¢cg =tga, c3 = g/(2v3 cos o). Aby wy-
znaczyé te parabole musimy znaé wartoéci wspélczynnikéw ¢; (5 = 1,2, 3).
Jezeli znamy wartoéci Hy, vo, o 1 g, to mozemy je obliczy¢ korzystajac z
podanych wyzej zaleznoéci; w przypadku gdy ktores z tych wielkodci nie sa
znane, wspélczynniki ¢; mozemy wyznaczy¢ metoda najmniejszych kwadra-
téw na podstawie zmierzonych wartosci z;, y;. Metoda ta wymaga bowiem,
aby suma kwadratéw odchyleri zmierzonych wartosci y; od nieznanej funkcji
¢1 + ¢az + c3z? byla minimalna, tzn. aby

N 2

Z [yi — (e1 + cozi + c;;z?)] = min .

=1
Wartosé tej sumy jest zalezna od wartodci wspélczynnikéw c;, tzn. jest ich
funkcja G(cy, ¢z, c3). Wobec tego wyrazenie analogiczne do (3.1.4) przyjmie
postaé

N .
2
G(eg, c2,c3) = Z [y,- - (e1+ 2z + 032:?)] = min . (3.5.1)

=1
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Oznacza to, ze musimy tak dobraé wspélczynniki c;, aby G(c1, ¢z, ¢3) =
min.

Zwréémy uwage, ze z przytoczonego przykladu wynika, iz w przypadku
ogllnym funkcja f(z) jest zalezna nie tylko od zmiennej z, ale réwniez od
@ wspdlczynnikéw ¢y, ¢, ..., cq, czyli y = f(z,¢1,¢q,...,c0). W ogdlnym
wiec przypadku wyrazenie (3.5.1) nalezy zapisaé:

N
Gley,c2y...,€Q) = Z[y,— — f(ziyer,€2y...,¢Q)]* = min . (3.5.2)

=1

Poniewaz minimalizujemy wyrazenie (3.5.2) wzgledem wspélczynnikéw c;
(7 =1,2,...,Q) s3 one parametrami funkcji f(z,c;,¢s,...,cq). Mini-
malizacji funkcji G(cq, €3, . . ., ¢g) dokonujemy znang z analizy matematycz-
nej metoda, tzn. rézniczkujac jg wzgledem parametréw ¢; (j=1,2,...,Q)
i przyréwnujac pochodne do zera. Otrzymujemy wtedy uklad @ réwnan
algebraicznych:

e
(5 ormeg = 0

8c

(a_cj)cl,q,...,cQ =0 (3.5.3)
e |

() rencg = ©

Rozwiazujac go znajdujemy na podstawie zmierzonych wartodci z;,
yi (1 = 1,2,...,N) wspélczynniki ¢; (j = 1,2,...,Q) i tym samym
znajdujemy funkcje f(z,c1,¢2,...,c0), wokét ktérej ukladaja sie wy-
niki pomiaréw. Inaczej méwiagc dopasowujemy funkcje f(z,c1,cq,...,cQ)
do wynikéw pomiaréw. Funkcja f(z,c1,¢2,...,cQ) ze wspélczynnikami
c; obliczonymi z réwnan (3.5.3) zostala tak dopasowana do wyni-
kéw doswiadczalnych, aby zalezno$¢ (3.5.2) byta spelniona. Wyzna-
czone wspoétczynniki ¢; sg funkcjami zmierzonych wartosci z;, y;, czyli
¢; = ¢;(T1, %9 ..., TN, Y1, Y2, - -, Yn) 1 dlatego sa obarczone bledami spo-
wodowanymi niepewnoéciami pomiarowymi mierzonych wielkosci. Z tego
powodu w ogdlnosci nie sa one réwne rzeczywistym wspélczynnikom. Jak
sie przekonamy w rozdziale 5.4, stanowia one najlepsze przyblizenie wspdt-
czynnikow rzeczywistych i dlatego w dalszych rozwazaniach bedziemy je
oznaczali przez c;.

Przedstawione powyzej rozwazania s stuszne w przypadku, gdy bledy
pomiaru wartoéci z; s3 na tyle male, Ze mozemy je pomingé. W dalszych
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rozwazaniach tego rozdzialu bedziemy przyjmowali, ze zaloZenie to jest
spetnione.

Odchylenia standardowe Sz; mozemy obliczy¢ korzystajac z reguly prze-
noszenia bledéw przypadkowych (3.4.8), poniewaz przyjelismy powyzej, ze
bledy zmierzonych wartos¢i x; mozna pominacé, za§ pomiary wielkosci y sa
miedzy soba niezalezne. Wobec tego na wyznaczone wartosci wspétczynni-
kéw ¢; przenosza sie jedynie bledy pomiaru wartosci y;, a wiec wzor (3.4.8)
przyjmie postac:

N g
ac;
2 _ AN
S% = kz} ( 8yk) s2, (3.5.4)
gdzie
N
y Z $;,Cl,C2,. -yCQ))z- (355)

Wyznaczone z ukladu réwnai (3.5.3) wartodci wspdlezynnikéw ¢;
(7 = 1,2,...,Q) sa od siebie zalezne poniewaz zostaly obliczone na pod-
stawie tych samych wielkosci mierzonych bezposrednio. Na podstawie tego
co powiedziano w Dodatku C kowariancja pary wspélczynnikéw ¢;, ¢;, w
rozpatrywanym przypadku, gdy bledy pomiaru wielkoéci fizycznej z mozna
pominal, wyraza sie wzorem:

5~ ( o) (528, (3.5.6)

gdzie 53 dane jest wzorem (3.5.5). Réznica y; — f(zi,c1,¢2,...,¢Q) = &
jest bltedem bezwzglednym zmierzonej wartosci y;, bo f(z;,¢1,¢2,...,¢Q)
jest wartoscia rzeczywista wielkoéci fizycznej y. Poniewaz nie znamy rze-
czywistych wartoéci wspétczynnikéw c;, musimy je zastapi¢ wartosciami
przyblizonymi ¢;. Zgodnie z tym, co powiedziano w rozdziale 3.2, liczba
stopni swobody k = N — (), poniewaz mamy ) réwnai, z ktérych wyzna-
czamy wspélczynniki ¢; ( =1,2,...,Q). Wobec tego

f($i761,62v"'76Q))2 . (357)

Ze wzoru (3.5.7) wynika, ze liczba stopni swobody £ = N — @ > 1, aby od-
chylenie standardowe serii pomiaréw wielkosci zaleznych S, byto okreslone.
Tak wigc, jedli dobieramy ) parametréw do N danych doswiadczalnych, to
liczba N musi spetniacé nierownosé N > @ + 1. Odchylenia standardowe
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S¢; méwia nam, jak dobrymi przyblizeniami wartosci rzeczywistych wspot-
czynnikéw c¢; sa wyznaczone wartoéci ¢;. Odchylenia te okreslaja, jak bledy
przypadkowe wartosci y; przenosza sie na wartosci wspélczynnikéw c;.

Wyznaczona zalezno$¢ § = f(z,¢1,¢s,...,€¢g) moze by¢ uzyta do ob-
liczenia wartosci y(z) w innych punktach niz byly wykonywane pomiary.
Na obliczona warto$é y(z) przenosza sie bledy wyznaczenia wspélczynni-
kéw ¢1,¢y, ..., Cg, spowodowane, jak wykazano wyzej, bledami pomiaréw
wielkosci y; (¢ = 1,2,..., N) mierzonych bezposrednio. Aby obliczy¢ S;,
musimy skorzystaé ze wzoru (3.4.27), ktéry jest matematycznym sformu-
towaniem reguly przenoszenia bledéw przypadkowych dla wielkosci zalez-
nych. Otrzymamy wéwczas:

Q of . Q of of
S =2 (%)2 EQS% T g ({)Ei)al,...,aq (a_’c‘;)el,...,éQCé"’é" - (3.5.8)

C1,C2,:04y

=1

3.5.1. Dopasowanie funkcji liniowych

Dopasowanie funkcji liniowej do wynikéw doswiadczalnych jest najprost-
szym 1 bardzo czesto spotykanym w praktyce przypadkiem zastosowa-
nia metody najmniejszych kwadratéw. Jezeli do zbioru punktéw (z;,y;)
(¢=1,2,...,N) chcemy metoda najmniejszych kwadratéw dopasowaé pro-
sta o rownaniu:

y = az+b, (3.5.9)
to wyrazenie (3.5.2) przyjmie postac:
N
Gla,b) = zj(yz — az; — b)? = min . (3.5.10)
=1

Rézniczkujac funkcje G(a, b) wzgledem parametréw a oraz b i przyréwnujac
pochodne do zera, otrzymamy:

N
Q%_Z’—b_) = 2;(—%)(%—@%—6) =0
N
.‘9_6%?_5) = 2;(—1)(yi—axi—b) = 0. (3.5.11)

Przeksztalcajac powyzszy uklad réwnan algebraicznych otrzymujemy:

N N N
aZz?+bZzi—inyi =0
=1 =1 =1

N N
a) T +bN -y, = 0. (3.5.12)
=1

1=1
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Rozwiazujac uktad réwnad (3.5.12) znajdujemy przyblizone wartosci
WspélczynnikéwR tj. @i b. Sa one réwne:

I
i

Ng:wiyi - (éxz) (i%’)

g = —=t = (3.5.13)

N N 9
NZI? — (Zx,)
1=1 =1

() &@ (%) ()

b= - = = : (3.5.14)

Ny t- <§ ) |

Wspélezynniki @ i b sg funkcjami zaleznymi od zmierzonych wartosci z;,
yi (¢ =1,2,...,N), tj. @ = g1(z,y) i b = g2(%,y). Zmierzone wartodci
zi,y (1 =1,2,...,N) sa obarczone bledami przypadkowymi, wobec tego
réwniez wyznaczone wartosci wspétczynnikow @ i b beda obarczone ble-
dami. Poniewaz przyjeliémy, ze blad pomiaru zmiennej niezaleznej (w na-
szym przypadku wielkosci fizycznej z) jest tak maly, iz mozemy go pominag,
to zgodnie ze wzorem (3.5.4):

N 5
52 = zzj (8yk) = 52 kzzjl (6‘yk) : (3.5.15)
oraz N N -
0
S? = :4:: (ayk) = sy?kz::l (i)z, (3.5.16)
a zgodnie ze wzorem (3.5.6)
AN NEL N, 0ay b
Cip = kzzjl (ﬁ) (@)53 = sjkzl (-55;) (55;) (3.5.17)
gdzie: ;
N
2 = %Z(yi—aii—b)z. (3.5.18)
=1

Poniewaz wartoéci rzeczywistych wspdtczynnikéw e i b nie znamy, mu-
simy wiec zastapic je przez wartosci przyblizone @ oraz b. Zgodnie z tym, co
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powiedziano wyzej i w rozdziale 3.2, w tym przypadku liczba stopni swo-
body bedzie K = N — 2 (poniewaz na podstawie pomiaréw wyznaczamy
dwie wielkosci, @ oraz b), a wiec:

) 1 X e 10X
st = mz(%_mi “\g{) = —m;di, (3.5.19)

=1
gdzie d; = y; — az; — b.
Wyprowadzenie wzoru (3.5.19) podano w Dodatku D. Obliczmy teraz
sumy kwadratéw pochodnych czastkowych leyﬂ(a-‘sz—f i ZkN=1(a%b;)2- Réz-
niczkujac (3.5.13), otrzymujemy:

N
Nz — Zx, ;
= i=1 (3.5.20)

N N 2 ’
Nsz - (Zz,)
1=1 i=1

n
Oy

A zatem:

= ~ 1 < = Jj (N%z:fC —2ka§:mi— (iv:x,)z)
W3t - (e T 5 =

ZI_Vl = N N N 9
szx% - 2N(ka) Zmz - N(Zm,)
_ k=1 k=1 1=1 =1
- N N 2.9
v - (5

Biorac pod uwage, ze warto$é sumy jest niezalezna od wskaznika sumowa-
nia (tzn. Z,]CVZI zp = SN, z;) oraz wynoszac w liczniku N przed nawias
i skracajac utamek ostatecznie dostajemy:

(3.5.21)

N

Néxf - (iny |

> By = 2

k=1 0yk

=1
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Wstawiajac (3.5.19) i (3.5.21) do (3.5.15) znajdujemy:

NY &2
N ;’

S =S}— = = S .| (3.5.22)
2 2
Nz.'vf - (le) (N -2) [Nfo - (Zmz> ]
=1 =1 i=1 i=1
Aby obliczy¢ 552 rézniczkujemy (3.5.14). Pochodna Bg/ayk jest réwna:
N N
~ lez - xkzzz
ob 1=1 =1
' NZCI:? — (Zz,)
1=1 =1

() 2 () () + (1) ()’
) w3 (e T

N() - (£ (1)
e ()]

Wynoszac w liczniku sz przed nawias i skracajac utamek znajdujemy: -t

=1

N
>
=1

-
Z_ﬁz i (3.5.24)
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Wstawiajac (3.5.19) i (3.5.24) do (3.5.16), otrzymujemy:

N N N
>t N () (#t)
S? — S2 1=1 — 1=1 1=1

b

Y N N 9 N N 2 .
WY at = (L) (V- - (S]]

(3.5.25)

Kowariancje C’&,I; wspélczynnikéw @ i b obliczamy wstawiajac (3.5.20)

1(3.5.23) do (3.5.17). Otrzymujemy:

N aa ~ N (ka - iz,) (ixf - xkf:x )
Cop = 53; (;%;) (-éay—bk) = Sjl; zJ:Vl Z=1N : 2:1
) - [N;lxz - (;m ) ]
M) -E(E
v [Néx?—(éxyr
g2 - (éxi) (éxz) + (kz_:xk) (Zw )2
o s N \2p2 -
[N§x2 - (;w) ]
Sl(3e) -5
N 55 = Nz:l N =2 2
[N;xz _ (;x> ]
Stad
}sz (fjdg) (ﬁ%m)
Cii= _55 =1 _ _ pot —
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Przedstawiona metoda wyznaczania wspélczynnikéw @ i b nosi nazwe
regresji liniowej, a otrzymana prosta — prostej regresji zmiennych y
iz.

W przypadku, gdy bledy pomiarowe wartoéci y; sa do pominiecia, a
bledéw wartosci z; nie mozemy pominaé, to dopasowujemy nie prosta
y = az +b, ale prosta z = a’y + b'. Nalezy zaznaczyé, ze w ogdlnosci proste
y = y(z) 1 z = z(y) dopasowane do tych samych wynikéw pomiaréw nie
beda sie pokrywaly.

Gdy znamy prosta regresji zmiennych z i y mozemy, korzystajac z niej,
obliczy¢ wartoéci zmiennych z i ¥ w innych punktach niz zmierzone. Obli-
czone wartosci tych zmiennych beda jednak obarczone pewnym bledem, po-
niewaz wspolczynniki @ i b prostej regresji s jedynie przyblizeniami warto-
§ci rzeczywistych wspdlezynnikéw a oraz b. Ponizej znajdziemy odchylenia
standardowe wartosci zmiennych z oraz y obliczonych przy uzyciu prostej
regresji. Z zaleznodci:

y = az +Z (3.5.27)

mozemy dla danej wartosci z obliczyé § = dz +5. Odchylenie standardowe
Sy obliczonej wartoéci § znajdujemy ze wzoru (3.5.8), a mianowicie:

i = (st Qs+ (B0 ws

Pochodne znajdujemy rézniczkujac (3.5.27); po ich podstawieniu do
(3.5.28) otrzymujemy:

53 = 2’53+ 52+ 22C, ;. (3.5.29)

Y

Korzystajac z zaleznosdci (3.5.27) mozemy obliczy¢ réwniez wartos$é Z od-
powiadajaca danej wartodci y, tj.

_
=22, (3.5.30)

&)

Odchylenie standardowe S; obliczonej warto$ci Z znajdujemy ze wzoru
(3.5.8), a mianowicie

5 = (5205 + (7)o 02 (30)us(F)ssCos o0

Pochodne obliczamy rézniczkujac (3.5.30); po podstawieniu ich do wzoru
(3.5.31) znajdujemy:

s = (%)25‘§+ (%)255%2 (ya—2 b)(%)C&,g, (3.5.32)
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lub korzystajac z (3.5.30):

2 _ (T\2c2 (N2 o orINZ L

S2 = (5) SZ 4 (5) S +2x(5) Cyj- (3.5.33)
Jak widac ze wzoru (3.5.29) odchylenie standardowe S; obliczonej (a wiec
przyblizonej) wartosci § jest nieliniowa funkcja zmiennej z. Ze wzoru
(3.5.33) wynika, ze odchylenie standardowe S; wartoéci Z obliczonej ze
wzoru (3.5.30) jest jej nieliniowa funkcja.

Przykilad

Ciato porusza sie ruchem jednostajnie przyspieszonym po linii prostej. Do-
konujemy pomiaru zaleznosci predkosci ciala v od czasu ¢, ktéry uptynat od
momentu rozpoczecia obserwacji ruchu. Dokonujemy wiec pomiaiu dwdéch
wielkosci v oraz t i otrzymujemy pary wynikéw (v;,t;) (i = 1,2,...,N).
Otrzymane wyniki pomiaréw zebrano w tabeli 3.3 i przedstawiono na ry-
sunku 3.4.

Tabela 3.3: Wyniki pomiaréw zaleznoséci predkosci v w ruchu jednostajnie przyspieszo-
nym od czasu t

t[s] | 1]3] 5 ] 6 ] 8 | 10] 12
v[em/s] [ 5.2 [ 8.9 [12.8 [ 152 | 19.3 | 22.8 | 26.9

e

Jak wida¢ z rysunku 3.4, wyniki ukladajg sie wokd? prostej o réwnaniu
v = vg + at. Aby wyznaczy¢ te prosta, musimy znaé wspélczynniki vg i a.
Poniewaz ich nie znamy, wyznaczymy je metoda najmniejszych kwadratéw.
W tym celu skorzystamy z wzoréw (3.5.13) i (3.5.14). Wspélczynnik a w
réwnaniu prostej (3.5.9) w naszym przypadku odpowiada przyspieszeniu,
za$ wspdtczynnik b predkosci poczatkowej vg, zmienna z czasowi obserwacji
ruchu ¢, a zmienna y predkodci ciata v. Wystepujace we wzorach (3.5.13)
i (3.5.14) sumy wynosza:

7 7 7 7
Y ti=45.00s; » v;=11.1lcm/s; Y t? = 379.00s%; Y t;0; = 892.3cm,
1=1

=1 =1 =1

liczba pomiaréw N = 7. Podstawiajac obliczone sumy do wzoréw (3.5.13)
i (3.5.14) otrzymujemy: Uo = 3.1105096 cm /s oraz @ = 1.985032 cm/s2.

Obliczmy jeszcze S;, Ss, 1 Cazo- W tym celu skorzystajmy ze wzoréw
(3.5.22) - (3.5.26). Aby z nich skorzysta¢ musimy obliczyé S2. Podstawiajac
do wzoru (3.5.19) zmierzone wartoéci v;,¢; oraz obliczone Tp i @ otrzymu-
jemy S2 = 0.049694 cm?/s%. Podstawiajac do wzoréw (3.5.22), (3.5.25)
i (3.5.26) obliczone sumy oraz S? otrzymujemy: Sy, = 0.173178 cm/s,
Sa = 0.0235354 cm/s? oraz Cs 5, = —0.00356089 cm?/s5.
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30 —

v [em/s]

20 —

10

t[s]

Rys. 3.4: Wyniki pomiaréw predkoéci ciala i dopasowania metoda najmniejszych kwa-
dratéw prostej o réwnaniu v(t) = vo + at

Obliczmy teraz przy uzyciu wyznaczonych wartosci tp i @ predkos¢, jaka
cialo uzyska po uplywie czasu t = 11 s. Wynosi ona vy; = 24.984095 cm/s.
Jej odchylenie standardowe S;,, znajdujemy ze wzoru (3.5.29) przy uzyciu
wyznaczonych wartosci Sy, S; 1 Ca,5- Wynosi ono S, = 0.1366627 cm/s.
Z kolei obliczmy, przy uzyciu wyznaczonych wartosci g, @, Si,, Sa 1 Ca,up,
czas, po uplywie ktérego predkosé ciala bedzie wynosi¢ v = 20 cm/s, oraz
jego odchylenie standardowe. Czas ten jest ta0 = 8.5084222 s. Jego odchy-
lenie standardowe obliczamy ze wzoru (3.5.32) lub (3.5.33). Wynosi ono
S;,, = 0.0490927 s.

W przykladzie tym wszystkie obliczone wartosci zostaly podane bez za-
okragleni, tzn. tak jak zostaly odczytane z kalkulatora. Przedstawienie po-
wyzszych wynikéw tak, aby byly zgodne z tym, co powiedziano w rozdziale
1.1.4, stanie si¢ jasne po przeczytaniu rozdzialu 5, gdy oméwimy zwiazek
obliczonych wartoéci @ i b z wartosciami rzeczywistymi tych wspélczynni-
kéw oraz odchyleri standardowych z bledem pomiaru.

3.5.2. Dopasowanie innych krzywych

Stosujac metode najmniejszych kwadratow mozemy dopasowywaé rézine
funkcje do wynikéw pomiaréw. Rozwiazanie analityczne ukladu réwnan
(3.5.3) jest jednak mozliwe wtedy, gdy réwnania te sa liniowe ze wzgledu na
wspélczynniki ¢;. Réwnania (3.5.3) s liniowe, gdy dopasowujemy na przy-
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ktad wielomiany, jednak trudno$ci rachunkowe szybko wzrastajg ze wzro-
stem stopnia wielomianu. Dla przyktadu znajdziemy uktad réwnan (3.5.3)
w ﬂrzypadku, gdy dopasowujemy parabole o réwnaniu y = c¢; + co= + c372.
Warunek (3.5.2) przyjmie w tym przypadku postac:

N

z:(yZ —c — Cyz; — 0313)2 = min ,

1=1

Woéwczas uktad réwnan (3.5.3) bedzie nastepujacy:

N N N
Nep+e ) zitez) al = Yy
=1 =1 =1
N N N N
Clz$i+czz$?+032$? = Zyi:vi

=1 =1 =1 =1

N N N N
clzx?—l—czz.r?—f—cst? = Zyle

=1 =1 =1 =1

Odchylenia standardowe wyznaczonych wspélczynnikéw €; obliczamy po-
dobnie, jak w przypadku dopasowania linii prostej, pamietajac, ze liczba
stopni swobody k& = N — 3. Czytelnikowi pozostawiamy ocene stopnia trud-
nosci obliczert wspdlczynnikéw ¢y, ¢, i €; oraz ich odchylen standardowych.

Znacznie trudniejszy jest przypadek, gdy uklad réwnad (3.5.3) jest nie-
liniowy ze wzgledu na nieznane wspélczynniki ¢; (np. gdy dopasowujemy
funkcje f(z,c1, c2,¢3) = €1 + ce%®). W takim przypadku, na ogdl, uktadu
réwnaii (3.5.3) nie mozemy rozwiazaé analitycznie i trzeba stosowaé metody
numeryczne. W tym opracowaniu takimi zagadnieniami nie bedziemy sic
zajmowali.

Szczegdlnie tatwe jest dopasowanie funkeji, ktére przez odpowiednie pod-
stawienie mozna sprowadzic¢ do funkcji liniowej. Tak przeksztalcong funkcje
dopasowuje sie sposobem przedstawionym w rozdziale 3.5.1.

Przyklady

1) Funkcjo y = az® +b (o # 0 jest znang liczbg).

Stosujac podstawienie £ = z otrzymujemy funkcje liniowg y = az + b.

2) Funkcja y = be®®" (o # 0 jest znang liczbg).

Logarytmujac otrzymujemy Iny = Inb+az®. Oznaczmy: Iny = 2z, Inb = ¢,
% = 1, wtedy otrzymamy z = at + ¢, a wigc funkcje liniowa w ukladzie
wspélrzednych zt.

Nalezy zaznaczy¢, ze bledy, z jakimi sa wyznaczone parametry funkcji
po sprowadzeniu do postaci liniowej, przenosza si¢ na parametry funkcji da-
nej w postaci pierwotnej. Aby znalezé odchylenia standardowe parametréw
funkcji pierwotnej musimy skorzystaé ze wzoru (3.4.21).
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3.5.3. Aproksymacja metoda najmniejszych kwadratéw

Dotychczas rozpatrywaliSmy przypadek, gdy zalezno$¢ funkcyjna

y = f(z,c1, o, -..,cq) byla rzeczywista zaleznoscia funkcyjna miedzy
mierzonymi bezposrednio wielkoéciami z oraz y i na podstawie wynikéw
pomiaréw wyznaczaliémy parametry ¢; ( = 1,2,..., N). Teraz zajmiemy
sie innym jej zastosowaniem.

Przypusémy, ze w wyniku pomiaréw w1elk0501 fizycznych z i y otrzyma-
liSmy N par punktéw (z;,v:) (¢ = 1,2,..., N). Stwierdzilismy, ze wielkosci
te sa zalezne, tzn. Ze istnieje miedzy nimi jaka$ zaleznosé¢ funkcyjna. Nie
znamy postaci tej zaleznoéci funkcyjnej. Chcemy jednak te zaleZnosé przed-
stawi¢ w postaci jakiejs funkcji. W takim przypadku, najlepiej na podstawie
wykresu zaleznosci y = y(z), musimy przyjac jakas postac zaleznosci funk-
cyjnej. Oznaczmy ja v(z,cy,-..,cQ). Inaczej méwiac postulujemy ogolng
postaé zaleznosci funkcyjnej. Po przyjeciu ogdlnej postaci zaleznosci funk-
cyjnej postepujemy tak, jak to zostalo opisane na poczatku rozdzialu 3.5.
Takie postepowanie nazywamy aproksymacja (przyblizeniem) rzeczywi-
stej zaleznosci miedzy mierzonymi wielkodciami z i y funkcja, ktdrej ogding
postaé przyjelismy. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze wielkosc S;‘,’ dana wzo-
rem (3.5.5) bedzie zawierala nie tylko odstepstwa od postulowanej funkcji
v(z,¢1,...,cQ) spowodowane rozrzutem wynikéw pomiaréw, ale réwniez
odstepstwa od rzeczywistej zaleznosci miedzy mierzonymi wielkosciami. Za-
gadnieniami tymi nie bedziemy sie dalej zajmowali, poniewaz wykracza to
poza ramy naszego wykladu. W tym miejscu sygnalizujemy jedynie to za-
stosowanie metody najmniejszych kwadratéw.

Na zakonczenie nalezy zaznaczy¢, ze metoda najmniejszych kwadratéw
nie mozemy znaleZ¢ postaci funkcji dopasowywanej v(z, c1, ¢z, . . ., cg), mo-
zemy jedynie wyznaczyé wartosci parametrow ¢; (7 =1,2,...,Q). Oznacza
to, ze musimy znaé postaé funkeji y(z, ¢, ca,...,cq). W praktyce postaé
funkeji v(z, 1, ¢z, . .., ¢g) albo znamy z teorii, albo na podstawie tego, jak
uktadaja sie na wykresie punkty doswiadczalne, postulujemy postaé zalez-
nosci funkcyjnej i wyznaczamy wartosci parametréw c;. O takiej zaleznosci
moéwimy, ze jest zalezno$cia empiryczna.



4. Histogramy i rozklady, zmienna
losowa

Bledy przypadkowe sg spowodowane wieloma czynnikami zmieniajacymi
si¢ w sposdb przypadkowy i dlatego do ich analizy musimy stosowaé me-
tody rachunku prawdopodobiefistwa i statystyki matematycznej. W tym
rozdziale zajmiemy sie najprostszymi zagadnieniami statystyki matema-
tycznej, ktore tworzg podstawe jej zastosowani w praktycznej ocenie bledu
pomiaru.

W statystyce matematycznej bardzo wazne sa pojecia populacji gene-
ralnej lub krétko populacji oraz préby. Nie bedziemy podawali pelych
definicji tych poje¢, ograniczymy si¢ jedynie do podania ich okreler w
formie uzytecznej dla zrozumienia tego wykladu.

Populacja generalng bedziemy nazywali zbiér wszystkich moz-
liwych wartosci danej wielkoéci fizycznej.

Przyklady

1) Wielko$cia fizyczna jest wzrost L mezczyzn w wieku 21 lat zamieszka-
tych w wojewddztwie toruriskim. Populacja generaina tej wielkosci fizycznej
jest zbior wszystkich wartoéci wzrostu L otrzymanych w wyniku pomiaréw
wzrostu wszystkich mezczyzn w wieku 21 lat zamieszkalych w wojewédztwie
toruniskim. Liczba elementéw tego zbioru moze byé duza, ale jest skoficzona.
2) Dlugoéc stotu jest wielkoscia fizyczna. Zbiér wszystkich mozliwych wyni-
kéw pomiaréw dtugosci stotu bedzie populacjq generalng wynikéw pomiaréw
diugosci stotu. W tym przypadku wszystkich mozliwych wynikéw pomiaru
Jest nieskoficzenie wiele, a wiec populacja generalna jest zbiorem zawiera-
jacym nieskoniczong ilo$é elementéw. ,

Populacja generalna wynikéw pomiaréw okreslonej wielkosci fizycznej
bedzie zawieralta wszystkie mozliwe wyniki pomiaréw. Populacja generalna
moze by¢ skoriczona (jak w przykladzie 1) lub nieskoficzona (jak w przy-
ktadzie 2). Najczedciej nie jest mozliwe wykonanie badan na calej populacji
(np. nie jest mozliwe wykonanie nieskonczonej ilodci pomiaréw dlugosci
stohu).

Dlatego z populacji generalnej wybieramy pewien podzbiér, ktéry
nazywamy préoba. Jezeli podzbiér ten wybieramy losowo, to na-

zywamy go proba losowas.
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Celem statystyki matematycznej jest uzyskanie informacji o populacji ge-
neralnej na podstawie préby (np. prognozy wyborcze, gdzie na podstawie
ankiet zebranych od pewnej grupy ludzi wybranych losowo, np. 1000 oséb,
wnioskujemy o wynikach glosowania w calym kraju). Powstaje pytanie:
czym jest seria pomiarowa? Na podstawie tego, co powiedziano wyzej, se-
ria pomiarowa jest proba i jak sie przekonamy dalej jest préba losowa.
Liczbe pomiaréw N w serii nazywamy jej liczebnos§cia. Poniewas w prak-
tyce laboratoryjnej na ogol nie uzywa sie terminu préba, w dalszym ciagu
naszego wyktadu bedziemy mdéwili o serii pomiarowej.-

Jezeli mamy serie¢ N pomiaréw wielkosci fizyczne] z, to, niezaleznie od
tego czy sa to pomiary bezpoérednie, czy poérednie, na ich podstawie mo-
zemy obliczy¢: érednia arytmetyczna Z, odchylenie standardowe serii Sy,
odchylenie standardowe Sredniej serii Sz. Wielkodci te charakteryzuja serie
pomiarowa jako catosé, sa miara precyzji z jaka zostaly wykonane pomiary.
Na ich podstawie jednak nie mozna powiedzie, jak w przedziale zmien-
nosci rozkltadaja sie wyniki pomiaréw, np. jaka warto$é¢ z; wystepuje naj-
czesciej.

4.1. Histogram i rozklad zmiennej losowej
skokowej

Na pbcza;cku rozpatrzmy nastepujacy przyklad. W fizyce atomowej i jadro-
wej czesto zachodzi koniecznos¢ liczenia czastek. Przypudémy, Ze zliczaliSmy
czastki . Czas zliczania wynosil 1 min i byt znacznie krétszy od éredniego
czasu zycia jader promieniotworczych, pomiar powtarzaliSmy 20 razy. Dla
kolejnych pomiaréw otrzymaliSmy nastepujace wartosci:

51,7,2,4,11,8,5,6,3,4,7,5,10,2,7,4,6, 5,2 (4.1.1)

czastek/min. Tak zapisany zbioér wynikéw nie daje zbyt wielu informacji.
Gdyby bylo ich znacznie wiecej otrzymalibyémy zbidr liczb, z ktérego by-
toby bardzo trudno uzyskaé jakiekolwiek dodatkowe informacje poza obli-
czeniem Z, S, oraz Si. Pierwszym krokiem w celu uporzadkowania takiego
zbioru liczb moze by¢ ich przedstawienie w kolejnosci rosnacej lub maleja-
cej. Na przyktad przy uporzadkowaniu rosnacym otrzymujemy:

1,2,2,2,3,4,4,4,5,5,5,5,6,6,7,7,7, 8,10, 11.
Znacznie wygodniejszym i bardziej uzytecznym sposobem uporzadkowania

zbioru wynikéw pomiaréw bedzie podanie wartoéci zy oraz liczby jej wysta-
pien Ny. Tak uporzadkowane wyniki przedstawiono w tabeli 4.1. Obliczmy
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Tabela 4.1: Uporzadkowanie wystgpowania cokreslonej liczby zliczen

T | 112314151678 19]10]11
N |1{311;3|4]123|110}] 11

teraz, korzystajac ze wzoru (3.1.8), $Srednia arytmetyczng 7 liczby zli-
czeii w naszym przykladzie (zbiér 4.1.1):

lez B+1+7+...+5+2) = 5.2,

jest to dokladnie to samo co:

T =

20[1+(2 3)+(3 1)+ (4-3)+...4(9-0)+ (10-1) + (11 - 1)].

Tak wiec # mozemy wyrazi¢ nastepujaco:
1 M
T = — Y Npzg, 4.1.2
z =5 Z KTk (4.1.2)
gdzie M jest liczbg réznych wartoéci zx, w tym przyktadzie M = 11. Wiel-

kosci Ny nosza nazwe liczebno$ci wystepowania wyniku z;. Zwréémy
uwage na to, ze

M
> Ny = N. (4.1.3)
k=1
Réwnanie (4.1.2) mozna przedstawi¢ w postaci:
M .
T = Z ——:l:k kaa:k, (4.1.4)
k=1 N

gdzie fr = Ni/N nazywamy czestoSciag wystepowania wyniku z;. Cze-
stoé¢ fr méwi nam jaka czed¢ spoéréd wszystkich N wynikéw pomiaréw
ma warto$¢ zy, czyli jak czesto wartos¢ ta wystepuje. Czestosc okresla wiec
jak w danej serii wyniki pomiaréw roztozyly si¢ pomiedzy rézne mozliwe
wartosci zx. Inaczej mowiac czesto$é fi okredla nam rozklad wynikéw
pomiaréw serii. Z réwnania (4.1.3) wynika, ze

M
dofi =
k=1

Relacja ta nosi nazwe warunku normalizacji. Graficznie rozktad wynikéw
pomiaréw mozna przedstawi¢ za pomoca tzw. histogramu.
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Histogramem jest wykres zaleznosci Ny lub fi od zx, przy czym
wartoéci z; sa odloZone na osi odcigtych (osi poziomej).

Na rysunku 4.1 przedstawiono, jako przyklad, histogram zamieszczonych
w tabeli 4.1 wynikéw pomiaréw liczby czastek «. Histogram w postaci ry-
sunku 4.1 bywa nazywany histogramem slupkowym, poniewaz rozktad
wynikéw przedstawiany jest w postaci pionowych stupkéw bezposrednio
nad wartosciami xy.

Ny fi
4] - fo20
] B
2 - 0.10
0 1 | T 111 0.00
0123458678 9101112
Xy

Rys. 4.1: Histogram wynikéw pomiaréw liczby zliczenl czastek a zebranych w tabeli 4.1

Przedstawianie wynikéw badai za pomocy histograméw jest pogladowe
i dlatego dane przedstawione w ten sposéb sa szybko i latwo przyswajalne.

Jezeli liczba pomiaréw N — oo, tzn. préba zmierza do populacji gene-
ralnej, to

lim fr = pk, (4.1.5)

N-00

jest prawdopodobiefistwem tego, ze w wyniku pojedynczego pomiaru otrzy-
mamy warto$¢ zx (por. Dodatek A). Prawdopodobiefistwo pi, podobnie jak
czestosé fi jest funkcja zy, czyli pr = p(zk). Oznacza to, ze wielko¢ mie-
rzong nalezy traktowaé jak zmienng. Zmienna ta ma charakterystyczna
wlasnosé: przed pomiarem nie znamy jej wartosci. Wartoéé jej poznajemy
dopiero po wykonaniu pomiaru, czyli jak méwimy losowo. Dlatego wielkosc¢
taka nazywa sie zmienna losowa.
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Zmienng losowg nazywamy zmienna, ktéra przyjmuje wartosci
z okreSlonym prawdopodobienistwem. Jezeli zmienna losowa przy-
biera tylko okreslone wartodci, ktére moga by¢ ponumerowane za
pomocg liczb naturalnych, to méwimy o niej, ze jest zmienng
losowa skokowa lub dyskretnag.

Z okredlenia tego wynika, ze wartosci, ktére moga byé przyjmowane przez
zmienng losowy skokowa, mozna przedstawi¢ w postaci ciggu. Zbiér tych
wartosci jest zbiorem przeliczalnym.

Przyktadami zmiennych losowych skokowych moga byé: liczba czastek,
liczba fotondéw, liczba ziaren w klosie zboza, liczba dzieci w przypadkowo
wybranej rodzinie itp. W naszym przykladzie kolejne wyniki pomiaréw
réznig sie o wielokrotnoé¢ jednosci. Nalezy zaznaczy¢, Ze nie zawsze réznica
miedzy wartoSciami zmiennej losowej skokowej musi byé wielokrotnoscia
jednosct.

Poniewaz wynik kazdego pomiaru ma charakter przypadkowy, to seria
sktadajaca sie z N niezaleznych pomiaréw ma réwniez charakter przypad-
kowy. Oznacza to, ze seria pomiarowa jest préba pobrana z populaCJl gene-
ralnej w sposéb przypadkowy. Jest wiec préba losows. Z tego wynika, ze
jezeli bedziemy powtarzali serie pomiarowa, to wyniki otrzymane w kazdej
serii beda w ogélnosci rézne. /

Jezeli liczba pomiaréw N — oo to fr — px i histogram narysowany
w uktadzie (fx,zr) przechodzi w wykres zaleznosci p(zx). Prawdopodo-
bienistwo pg otrzymania w wyniku pojedynczego pomiaru wartosci xx jest
wiec funkcja zx. Funkcje p(zx) nazywamy rozkladem prawdopodobiein-
stwa zmiennej losowej skokowej lub krétko rozkladem zmiennej losowej
skokowej. Tak wiec w granicy, przy N — oo, histogram zmiennej losowej
skokowej przechodzi w jej rozklad. Inaczej méwiac histogram przedstawia
nam rozklad wynikéw dla danej serii pomiarowej, a wykres funkcji roz-
ktadu prawdopodobiefistwa rozklad jaki otrzymahbysmy, gdyby wykonac
pomiary dla calej populacji generalne;j.

Obliczmy teraz Srednia arytmetyczna w przypadku gramcznym gdy
liczba pomiaréw N — co. Ze wzoru (4 1.4) wynika, ze

N—=oo

M
im Z = lim Tk .
N—)oo];lfk k

Poniewaz uzyskana w wyniku pomiaru warto$é zj, jest niezalezna od liczby
pomiardéw N, to korzystajac z (4.1.5), otrzymujemy:

M M
lim z = zr lim = T .
kZ—; k Jim fx kzz:l kDPk
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Wielkoéé

8
s

M
= Z TPk (4.1.6)
k=1

nazywamy $rednia rozkladu zmiennej losowej albo krétko §rednia
rozkladu lub wartoscia oczekiwang zmiennej losowej. Zwré¢my
uwage, ze

lim ¢ = zR,

tzn. ze gdy liczba pomiaréw N — 0o, to érednia arytmetyczna seril pomia-
réw Z zmierza do éredniej rozkladu Zg, czyli do $redniej populacji general-
nej.

Rozklad prawdopodobiefistwa zmiennej losowe]j skokowej bedziemy cha-
rakteryzowali dwoma parametrami, a mianowicie érednig rozkladu zRr i
wariancja

M
Z Tp — CI)R (4.1.7)

Podnie$my we wzorze (4.1.7) wyrazenie w nawiasie do kwadratu. Otrzy-
mamy wtedy:

M M <
2 _ Zzzpk _Q:ER(Zwkpk) +37??.(Zpk) k
k=1 \ k=1 k=t

stad, uwzgledniajac to, ze M pr = 1 oraz (4.1.6), znajdujemy:
M
= 3 zipr — (zR)?
k=1
Oznaczmy 2221 zipy = —a—:%; wtedy wzér powyzszy przyjmie postaé:

o? = 2% — (zr)*. (4.1.8)

Wzér (4.1.8) jest zwiazkiem ogdlnym, niezaleznym od rodzaju rozkladu
i charakteru zmiennej losowej.

Innymi parametrami charakteryzujacymi rozklad nie bedziemy si¢ zaj-
mowali. Na rysunku 4.2A przedstawiono przyklad rozkladu zmiennej loso-
wej skokowej. Wielkoéé +v0? nazywa sie odchyleniem standardowym
i oznaczamy ja przez o.



74 4. Histogramy i rozklady, zmienna losowa

X F(x
0-20—p(k) 1.00 (L
- A 0.75 -
0.10 ‘ 0.50 —
1 0.25 —
]
3 —t L [ -
0.00 = U S e R e e L LA L B L A
0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
Xy XL

Rys. 4.2: Przyklad rozkladu i1 dystrybuanty zmiennej losowej skokowej

Prawdopodobiefistwo P(zr < zr) tego, ze wynik pojedynczego pomiaru
zx jest mniejszy od zp, (tzn. zx < =) nazywa sie dystrybuantg rozkladu
zmiennej losowej z. Jest ono réwne

L-1
P(zp <zp) = ij = F(zy1). (4.1.9)

Na rysunku 4.2B przedstawiono wykres dystrybuanty dla rozkladu poda-
nego na rysunku 4.2A. Jak widaé¢ z rysunku 4.2B dystrybuanta rozktadu
zmiennej losowej skokowej jest funkcja skokowa. Dystrybuanta jest funk-
cja ograniczong, nieujemna, niemalejacy i dla duzych wartosci z7, zmierza,
asymptotycznie do jednodci.

 Korzystajac z funkcji p(zg) mozemy obliczyé prawdopodobiefistwo
P(zp < z, < zq) tego, ze wynik pojedynczego pomiaru z, bedzie za-
warty miedzy zy, a zg, tj. 1 < 25 < zg. Na rysunku 4.3A przedstawiono
przyktadowy rozklad zmiennej skokowej p(zx). Z rysunku tego widaé, ze
poszukiwane prawdopodobieristwo P(zr, < z; < zg) = p(zL) + p(zry1) +
oo+ plzgo1), czyli ze

Q-1
P(.ZL <zs< :EQ) = ij . (4.1.10)
=L

Korzystajac z definicji (4.1.9) i wzoru (4.1.10) otrzymujemy wazny w teorii
btedéw zwiazek, a mianowicie:

P(zp <z, <zg) = F(zg) - F(zyr) . (4.1.11)
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Rys. 4.3: Przykladowy rozklad (A) i dystrybuanta (B) zmiennej losowej skokowej;
ilustracja do wyprowadzenia wzoréw (4.1.9) i (4.1.10)

Prawdopodobiefistwo to oznaczaé bedziemy F(zr,zqg). Na rysunku 4.3B
przedstawiono przykladowy wykres dystrybuanty z zaznaczonymi warto-

éciami z, i zg oraz odpowiadajacymi im wartoéciami F'(zr), F(zg).
Do rozkladéw zmiennej losowej skokowej wrécimy w rozdziale 7.

4.2. Histogram i rozklad zmiennej losowej
- ciaglej

Zmienna losowa, ktéra moze przyja¢ kazida warto$¢ z pewnego
przedzialu nazywamy zmienng losowa ciagla.

Przedzial ten w ogdlnoéci moze by¢ nieskofczony. Przykladami zmien-
nych losowych ciagglych moga by¢: czas trwania zjawiska, dlugos¢, masa,
wzrost czlowieka itp. Tak jak nigdy nie mozemy zliczy¢ w okreslonym czasie
np..5.5 czastek, tak pomiar czasu moze daé¢ nam kazda wartosc z przedziatu
zmiennosci. W praktyce ciaggly charakter mierzonej zmiennej losowej jest
ograniczony dokladnoscia przyrzadu pomiarowego. Wyja$nimy to na naste-
pujacym przykladzie.

Wykonujemy pomiary czasu ¢ za pomoca miernika cyfrowego o doktad-
noéci 0.01 s. W tym przypadku zmierzone wartodci ¢ beda réznity sie o
wielokrotnoéé dokladnosci miernika, tj. 0.01 s. Otrzymamy na przyktad
18.12s, 17.99 s, 17.88 s, ale nigdy nie otrzymamy wartosci 18.118s, 17.986 s,
17.882 s. Gdyby stosowaé miernik o doktadnosci np. 0.001 s, to zmierzone
wartosci ¢t réznityby sie o wielokrotnosc¢ tej dokltadnoéci. Ten pseudoskokowy
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charakter jest spowodowany doktadnosciq miernika, a nie skokowym cha-
rakterem zmiennej. Ze wzgledu na to, ze zmienna losowa ciagla moze przyj-
mowac kazda wartoéé z pewnego przedziatu, jej funkcja rozktadu prawdopo-
dobiefistwa, jak i dystrybuanta beda mialy inny charakter niz dla zmiennej
losowej skokowej; tworzac histogramy musimy brac¢ pod uwage jej ciaglosc.
Aby to wyjasni¢ rozpatrzmy nastepujacy przykltad.

Jedna z metod wyznaczania wspdlezynnika lepkoSci powietrza n polega
na tym, ze majac w zbiorniku (o znanej objetoéci V) powietrze pod cinie-
niem p; wiekszym od ci$nienia atmosferycznego pg wykonujemy pomiary
czasu t, w ktérym na skutek wyplywu powietrza przez kapilare (o zna-
nej dlugosci ! i $rednicy d) do atmosfery, ci$nienie obnizy sie do wartosci
p2 > po. Wspdlezynnik lepkosci obliczamy ze wzoru:

nwdit Do
n= PP p2—Pg
1281V In p\i+pg — In 222 P

p2-+po

Szczegblowy opis metody podano np. w [10]. W celu doktadnego wyzna-
czenia 1 wykonano 90 pomiaréw czasu t, uzywajac miernika cyfrowego o
doktadnoéci 0.01 s. W pomiarach tych objeto$é zbiornika wynosita 20 I,
dtugosée kapila,ry 235 mm, a jej $rednica 0.9 mm. W czasie pomiaréw ciSnie-
nie pg = 100797 Pa, p; = 106797 Pa; i p, = 104997 Pa. Otrzymane wartosci
czasow wyplywu ¢ przedstawiono w tabeli 4.2.

Tabela 4.2: Wyniki pomiaréw czasu wyplywu t; w sekundach

(17.24 [ 17.64 [ 1822 [ 17.72 | 17.61 [ 17.22 [ 17.69 [ 17.73 [ 17.23
17.88 | 17.563 | 17.68 | 17.77 | 17.44 | 17.70 | 17.49 | 17.87 | 17.78
17.00 | 17.82 | 17.74 | 17.28 | 17.54 | 17.57 | 17.35 | 17.58 | 17.52
1793 | 17.43 | 17.83 | 17.72 [ 17.74 | 17.27 | 1741 | 17.60 | 17.81
17.85 1 17.79 [ 17.91 | 17.59 | 17.38 | 17.86 | 17.57 | 17.74 | 17.39
17.34 | 18.12 | 17.64 | 17.67 | 17.62 17.7\3 17.50 { 17.61 | 17.51
17.71 | 17.48 | 17.13 | 17.42 | 17.45 | 17.63 | 17.20 | 17.99 | 17.65
17.47 | 17.57 | 17.67 | 17.69 | 17.94 | 17.62"{ 17.36 | 18.13 | 17.76

17.58 | 17.29 | 17.54 | 17.80 | 17.67 | 17.66 ];*7.89 17.75 | 17.55
17.92 | 17.18 | 17.40 | 17.70 | 17.46 | 17.72 17.56 17.62 | 17.82
i B

Do przyktadu tego wrécimy jeszcze w rozdziale 5. Wyniki pomiaréw
przedstawione w takiej postaci jak w tabeli 4.2 nie tylko nic nie méwia o
ich rozkladzie, ale sa po prostu malo ,czytelne”. Innymi stowy taki spo-
sOb przedstawienia wynikéw pomiaréw jest nieprzejrzysty. Na rysunku 4.4A
przedstawiono rozktad 20 pierwszych pomiaréw zamieszczonych w dwdéch
pierwszych kolumnach tabeli 4.2; na osi rzednych odlozono krotnos$é¢ NV,
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Rys. 4.4: Rozklad wynikéw pomiaréw czasu wyplywu ¢; zamieszczonych w tabeli 4.2.
A — 20 pierwszych pomiaréw, B — wszystkie pomiary

wystepowania czasu wyplywu ¢;. Na rysunku tym nie wida¢, aby wyniki
grupowaly sie koto jakiej$ wartodci. Na rysunku 4.4B zamieszczono roz-
klad dla wszystkich 90 pomiaréw, widaé, ze niektére wartodci ¢t wyste-
puja dwu- lub trzykrotnie. Zgodnie z tym, co powiedziano powyzej, jest
to jednak spowodowane dokladnoscia miernika. Wida¢ jednakze, ze wy-
niki grupuja (zageszczaja) sie w poblizu ¢ &~ 17.6 s. Na przyktadzie przed-
stawionym na rysunku 4.4 pokazali$my, Ze w przypadku zmiennej losowej
ciaglej przedstawienie wynikéw w postaci histogramu stupkowego (jak dla
zmiennej losowej skokowej) nie daje nic poza graficznym przedstawieniem,
w jakiej czedci przedzialu zmiennoéci grupuje sie najwiecej wynikéw po-
miaréw. Aby stwierdzié, czy wystepuja jakies prawidlowoséci w rozkladzie
zmiennej losowej ciaglej, musimy postapi¢ inaczej niz w przypadku zmien-
nej losowej skokowej. Celem stwierdzenia wystepowania prawidlowosci w
rozkladzie zmiennej losowej ciagle] tworzymy tzw. szereg rozdzielczy
zmiennej losowej ciaglej. W pierwsze] kolejnosci okreslamy tak zwany
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Tabela 4.3: Podziatl na przedzialy klasowe wynikéw pomiaréw czasu wyplywu t; za-
mieszczonych w tabeli 4.2

Nr przedziatu Przedzial Liczebno$¢ | Czestosé
klasowego Klasowy przedziatu

k [tks tht1) Ny gk

1 [16.95,17.05) | | 1 0.011
2 [17.05,17.15) | | 1 0.011
3 [17.15,17.25) | ||llI 5 0.055
4 [17.25,17.35) | ||I] 4 0.044
5 [17.35,17.45) | 1M 9 0.099
6 [17.45,17.55) | [[[{I[I]] 11 0.122
7 [17.55,17.65) | [T 7 0.189
8 [17.65,17.75) | [[I1IITIHTTH 19 0.211
9 [17.75,17.85) | IIII] 10 0.111
10 [17.85,17.95) | ||| 9 0.099
11 [17.95,18.05) | | 1 0.011
12 [18.05,18.15) | || 2 0.022
13 [18.15,18.25) | | 1 0.011

rozstep, tzn. réznice miedzy wynikiem maksymalnym 2., a minimalnym
Zmin, czyli cala dlugo$é otrzymanego w pomiarach przedzialu zmiennosci.
W naszym przykladzie tpax = 18.22 s, tmin = 17.00 s, a rozstep wynosi
1.22 s. Nastepnie cala dlugosc rozstepu wzieta z nadmiarem dzielimy na
przedzialy nazywane przedzialami klasowymi [13]. Przedzialy musza
by¢ roztaczne, jednostronnie domkniete, pokrywac caly rozstep i powinny
byé jednakowej dtugosci. Liczba przedzialéw klasowych nie powinna by¢
mniejsza niz 6. Nie ma ogdlnej reguty okreslajacej dlugosé przedzialu
klasowego, ani ich liczby. Przy dobieraniu dlugosci przedziatu klasowego
nalezy wiec zachowaé pewng ostrozno$c. Jezeli przedzialy beda za szero-
kie, wéwczas wiekszo§¢ wynikéw znajdzie si¢ w jednym lub paru (dwéch,
trzech) przedziatach i nie uzyskamy informacji o rozkladzie. Jezeli prze-
dzialy beda za waskie, to mozemy otrzymaé rozktad podobny do przed-
stawionego na rysunku 4.4. Dlugo$¢ przedzialu trzeba dobieraé tak, aby
w wiekszosci przedzialéw miescilo sie przynajmniej po kilka wynikéw. Im
wieksza liczba pomiaréw N, tym diugoéé przedziatlu klasowego moze byé
mniejsza, tzn. ze jezeli bedziemy zwiekszali liczbe pomiaréw, to jednocze-
énie mozemy zmniejszaé dtugoéé przedziatu klasowego. Wréémy teraz do
naszego przyktadu. Podzielmy przedzial zmiennoéci na przedzialy klasowe
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réwnej dtugosdci. Jako dlugoéé przedziatu klasowego przyjmijmy 0.1 s i po-
dzial na przedzialy klasowe rozpocznijmy od wartosci ¢ = 16.95 s. Wyniki
pomiaréw podzielone na przedziaty klasowe przedstawia tabela 4.3.

20 —
N

16 —
.7

12 —

8 —

0 L T | T T T I T 1 1 I ﬁT‘[I

16.8 17.2 17.6 18.0 18.4

t[s]

Rys. 4.5: Histogram komérkowy czaséw wyplywu ¢; wykonany na podstawie tabeli 4.3

Dopiero tak przygotowane wyniki pomiaréw mozemy przedstawic za po-
mocg histogramu. Tworzymy go jednak inaczej niz histogram zmiennej lo-
sowej skokowe]j przedstawiony na rysunku 4.1, a mianowicie na osi rzed-
nych odkladamy liczebno$¢ przedzialu klasowego Ng, tj. liczbe wynikéw
pomiaréw w k-tym przedziale klasowym, a na osi odcietych odkladamy
wartoé¢ zmiennej losowej; nastepnie rozklad wynikéw przedstawiamy za
pomoca pionowego stupa, ktdrego podstawa jest réwna dlugosci przedziatu
klasowego. Histogram taki bywa nazywany histogramem komérkowym.
Na rysunku 4.5 przedstawiono histogram wynikéw pomiaréw, zamieszczo-
nych w tabeli 4.3. ‘

Stosunek liczebnosci przedziatu klasowego Ny do liczby wszystkich po-
miaréw N jest czesto$cig gr wystepowania wyniku z k-tego przedziatu
klasowego, czyli

9k = N
Wielkoéci tej nie nalezy mylié z wprowadzona w rozdziale 4.1, dla przy-
padku zmiennej losowej skokowej z czestoscia fr wystepowania wyniku po-
miaru o wartoéci zx. Tak zdefiniowana czestoéc gi jest zalezna od dlugosci
przedziatu klasowego Ag. W analizowanym przykladzie dwukrotne zwiek-
szenie dlugoéci przedzialu spowoduje duze zmiany czestodci, proponujemy

(4.2.1)
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czytelnikowi obliczyé gx dla Ax = 0.2 s. CzestoSC gx spetnia warunek nor-
malizacyjny, tj.

M
ng =1, (4.2.2)
k=1

gdzie M jest liczba przedzialéw klasowych. Relacja (4.2.2) jest niezalezina
od dlugosci przedziatu klasowego Ay i liczby pomiaréw N (dowdd pozosta-
wiamy czytelnikowi).
Gdy liczba pomiaréw N — oo, to, dla danej dlugosci przedziatu klaso-
wego Ay,
lim gy = P(zr <z < zky1)
N—o0

jest prawdopodobieristwem tego, ze w wyniku pojedynczego pomiaru otrzy-
mamy warto$¢ nalezaca do k-tego przedzialu klasowego, tzn. ze zmie-
rzona warto$¢ z bedzie zawarta w przedziale [z, zx41). Prawdopodobien- -
stwo to jest zaleine od dlugosci przedzialu klasowego. Zwroémy uwage, ze
Pz < z < zpy41) jest réwne réznicy prawdopodobiefistw Pz < zg41)
otrzymania z < zxy4y i P(z < z4) otrzymania z < zj, czyli

Pz <z < zpq1) = Pz < 2py41) — Pz < z1) - (4.2.3)

Poniewaz P(zy < & < zj41) jest zalezne od dlugosci przedzialu klasowego
Ay, wygodnie jest wprowadzi¢ wielko$¢, ktdra bedzie opisywalta to prawdo-
podobiefistwo niezaleznie od dlugoéci przedzialu klasowego. Jak pokazuje
doktadna analiza, taka wielkoScia jest prawdopodobieistwo przypadajace
na jednostke dtugosci przedzialu klasowego. Zanim znajdziemy to prawdo-
podobienstwo zwréémy uwage na to, ze w granicy, gdy liczba pomiaréw
N — oo, mozemy zawezal przedzialy klasowe tak, aby Ap — 0, a co za
tym idzie M — oo. Wtedy wartodci xy okreSlajace granice przedzialéw
klasowych, ktére maja charakter zmiennych skokowych, beda zblizaly sie
do siebie na nieskofczenie male odleglosci. Przedzialy klasowe staja sie
wtedy nieskonczenie waskie i zmienne zj staja si¢ zmiennymi ciaglymi,
a histogram przechodzi w lini¢ ciaggla. Aby znalezé prawdopodobieiistwo
przypadajace na jednostke dtugosci przedziatu klasowego zal6zmy, ze liczba
pomiaréw N — oo i obliczmy granice stosunku P(zx < z < zx41)/Ak, gdy
Ay — 0. Korzystajac z (4.2.3) i pamietajac, Ze zry1 = zp + A otrzymu-
jemy:

Pz <z < Tgy41) Pz < zg41) — P(z < zx)

li = 1
A,lclgo Ag Al,lcrgo Apg
dP(z <z
Tk

Poniewaz, jak wspomniano wyzej, zmienna x, przy przejsciach granicznych
N — oo, A — 0 jest zmienna ciagla, opudcimy w dalszej czedci wyktadu
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niepotrzebny juz wskaznik k i bedziemy pisali po prostu ¢(z). Funkcje ¢(z)
nazywamy gestoscia prawdopodobienistwa; jest ona prawdopodobien-
stwem przypadajacym na jednostkowy przedzial zmiennej losowej ciaglej.
Wobec tego dP(z) = ¢(z)dz jest prawdopodobieistwem, Ze wykonujac
pojedynczy pomiar otrzymamy warto$¢ zmiennej losowej (warto$¢ otrzy-
mana z pomiaru) zawarta w nieskoriczenie wgskim przedziale miedzy z a
¢ + dz. Funkcja ¢(z) jest wielkoSciag mianowana, jej wymiar jest odwrot-
no$cia wymiaru zmiennej losowej. Nazywana jest takze funkcja rozkladu
prawdopodobienistwa albo funkcja rozktadu lub krétko rozkladem.
Trzeba zaznaczyé, ze statystycy czesto nazywaja dystrybuante, dana wzo-
rem (4.2.7), funkcja rozktadu. W fizyce jednak funkcja rozktadu nazywamy
funkcje (z). Przykladem tego moze by¢ makswelowski rozklad predkosci.
Na rysunku 4.6 przedstawiono przyktadowa funkcje rozktadu zmiennej lo-
sowej ciagglej. Zakreskowana powierzchnia jest réwna @(z)dz i przedstawia
prawdopodobienstwo dP tego, ze wynik pomiaru da nam wartos¢ zawarta
miedzy z a z + dz.

X x+dx

X

Rys. 4.6: Przyklad rozkladu zmiennej losowej ciagtej; objasnienia w tekscie

Z niezaleznoéci warunku normalizacyjnego (4.2.2) od liczby pomiaréw
i dlugosci przedzialu klasowego wynika warunek normalizacyjny prawdo-



82 4. Histogramy i rozklady, zmienna losowa

podobiefistwa P(zx < ¢ < Zg41), 2 mianowicie:

M

Y Plzk <& < pyr) = 1. (4.2.5)

k=1
Oznacza to, Ze otrzymanie w pojedynczym pomiarze wartosci z dowolnego
przedzialu klasowego jest pewnoscia. Wyrazenie (4.2.5) latwo jest zasto-
sowa¢ w przypadku granicznym, gdy A — 0. Skoro dP(z) = ¢(z)dz jest
prawdopodobienstwem tego, ze wynik pojedynczego pomiaru bedzie za-
warty miedzy = a z + dr, to jezeli wysumujemy dP(z) po wszystkich war-
todciach z z calego obszaru zmiennosci wielkoéci mierzonej, wtedy otrzy-
mamy prawdopodobiefistwo, ze wynik pojedynczego pomiaru przyjmie do-
wolng wartos¢ z calego obszaru zmiennoéci wielko$ci mierzonej. Otrzymane
w takim przypadku prawdopodobiefistwo jest pewnoscia, czyli jest réwne 1.
Jak wiadomo z analizy matematycznej sumowanie, jakie nalezy wykonaé w
rozpatrywanym przypadku zmiennej ciaglej, sprowadza si¢ do obliczenia
odpowiedniej calki. Calkowanie to musimy wykona¢ po calym obszarze
zmiennosci zmiennej losowej. Dla wygody granice catkowania rozszerzamy
od —oo do +oo. Postepowanie takie jest uzasadnione tym, ze poza obsza-
rem zmiennoéci zmiennej losowej jej funkcja rozkltadu ¢(z) = 0 1 nie wnosi
zadnego wkladu do wartodci catki. W rezultacie otrzymujemy warunek
normalizacji dla funkcji rozkladu:

+o0
/mmw:1. (4.2.6)
- 00
Prawdopodobieiistwo P(z < a) tego, ze w wyniku pomiaru otrzymamy
warto$¢ z < a (czyli, Ze —oo < z < @), wyraza si¢ analogicznym wzorem jak
w przypadku zmiennej losowej skokowej (wzér 4.1.9), z tym, ze sumowanie
musimy zastapi¢ calkowaniem, a wiec

P@<@=‘/q@m=F@. (4.2.7)

Prawdopodobieristwo to jest funkcja gérnej granicy calkowania. Nazywamy
je dystrybuanta zmiennej losowej ciaglej. Wzory definiujace dystry-
buanty zmiennej losowej ciagtej i skokowej sa wiec podobne. Dystrybu-
anta zmiennej losowej ciaglej jest funkcja: ciagls, nieujemng, monotoniczng,
asymptotycznie zmierzajaca do jednoSci. Na rysunku 4.7A przedstawiono
przyktadows funkcje rozkladu ¢(z); zakreskowana powierzchnia jest war-
todcig dystrybuanty dla punktu a. Na rysunku 4.7B zamieszczono dystry-
buante F'(a) rozkladu ¢(z) pokazanego na rysunku 4.7A.
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o(x)

Rys. 4.7: Przyklad rozkladu (A) i jego dystrybuanty (B) zmiennej losowej ciaglej;
objasnienia w tekscie

Obliczmy teraz prawdopodobieistwo P(b < z < c) tego, ze w wyniku
pojedynczego pomiaru otrzymamy warto$¢ z zmiennej losowej ciaglej taka,
ze b < = < c. Aby obliczyé to prawdopodobiefistwo zauwazmy, ze z prawa
dodawania prawdopodobienstw wynika, iz

P(zx<c) = Pe<b)+Pb<z<o),

stad
Pb<z<c)= Plz<c)—P(z<b).
Korzystajac z definicji dystrybuanty (4.2.7) znajdujemy:

c b

Pb<z<c) = F(c)—F(b) = f o(z)dz — / o(z)dz
- / o(z)dz . (4.2.8)
/ ,

Podobnie jak w przypadku zmiennej losowej skokowej bedziemy je oznaczali
F(b,c). : : ‘
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Poniewaz dla zmiennej losowej ciaglej zachodza zwigzki (patrz np. [14]):
Pbh<z<ce)=Pb<z<c)=Plb<z<c)=Plbh<z<e), (429

w dalszym ciggu tego opracowania bedziemy przyjmowali:

F(bc) = Pb<e<c) = /(,o(z)dx. (4.2.10)
b

Na rysunku 4.8A przedstawiono przykltadowa dystrybuante F(a), zazna-
czono wartosci b oraz ¢ i odpowiadajace im prawdopodobienstwa F(b) i
F(c); za$ na rysunku 4.8B funkcje rozktadu ¢(z) — zakredlona powierzch-
nia jest réwna P(b < z < ¢).

pa—

1
F(a)
Fc) |

F(b)

Rys. 4.8: Ilustracja do wzoréw (4.2.8) i (4.2.10); objasnienia w tekscie

Ze wzoru (4.2.10) wynika, ze prawdopodobiefistwo, iz zmienna losowa
ciagla przyjmie okreslona wartoéé¢ P(z = b), wynosi zero.

Rozktad zmiennej losowej ciaglej bedziemy charakteryzowali, podobnie
jak zmiennej losowej skokowej, dwoma parametrami, a mianowicie warto-
cia $rednia rozkladu, ktdrg bedziemy oznaczaé Zr i wariancja o2. Aby
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otrzymaé te wyrazenia wystarczy we wzorach (4.1.6) i (4.1.7) sumowanie
zastapié catkowaniem. Otrzymamy wtedy

+o0
Ip = /zgo(x)dac, (4.2.11)
oraz
+oco
o = /(x—ER)Zgo(x)d:v. (4.2.12)

Innymi parametrami charakteryzujacymi rozkltad zmiennej losowej cia-
glej nie bedziemy sie tu zajmowali.

Obliczmy teraz $rednig arytmetyczna serii N pomiaréw zmiennej losowej
ciaglej. Zgodnie ze wzorem (3.1.8):

1 N
T = Ef£§;$i.

Gdy liczba pomiaréw N bedzie duza i jezeli dokonamy podzialu wynikéw
pomiaru na przedzialy klasowe, ktérych dlugos¢ Ay bedzie mala, to érednig
arytmetyczna mozemy zapisac:

M Ny M
T =) ok = ) Tkgk- (4.2.13)
k=1 k=1
Jezeli N — oo to gr — P(zr < z < ¢k41), za$ prawdopodobiefistwo to,
zgodnie z (4.2.3), jest réwne:
Pz <z <zpq1) = Pl < zp41) — Plz < zi) = AP;.

Wobec tego wzér (4.2.13) przyjmie postaé:

M
lim z = Y 2;AP;. (4.2.14)
k=1

N-—oo

Jezeli teraz, przy N — oo, bedziemy zawezali przedzialy klasowe tak, zZe
A — 0 (M — ), to korzystajac z definicji calki oznaczonej otrzymamy:

400

M
A}gnooz = Al,l:r—nyozxkAPk = /de(:v).
Ap—0 k=1 —00
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Ale dP(z) = p(z)dz, zatem:

400
lim £ = /ztp(a:)dz = ZIR. (4.2.15)
N-ooo
Ak—)O —00

Stad wynika, ze granica Sredniej arytmetycznej serii N pomiarow,
gdy N — oo jest Srednia rozkladu, dana wzorem (4.2.11).
Wariancja serii S2, zgodnie ze wzorem (3.2.3) wynosi

= — Z(z, — zo)2

|=1

Zalézmy, ze znamy wartos¢ rzeczywista zg i dokonajmy podzialu bledu
bezwzglednego 8; = z; — z¢ na przedzialy klasowe. Jezeli dtugosci przedzia-
‘f6w klasowych pozostana niezmienione, to otrzymamy histogram takiego
samego ksztaltu jak w przypadku wynikéw pomiaréw, tyle ze wszystkie
jego komorki zostana przesunigte o zg. CzestoSC gr nie ulegnie zmianie.
Powtarzajac rozumowanie przeprowa.dzone przy obliczaniu Sredniej aryt-
metyczne)j otrzymamy:

M
2 — z9)2AP;, . 2.1
]\}I_I)HOOS kzz:l(.’tk zo) A k (4 6)

Jezeli liczba pomiaréw bedzie bardzo duza (N — oo) i bedziemy zawezali
przedzialy klasowe, tzn. Ay = 0 (M — o0), to korzystajac z definicji calki
oznaczonej dostajemy:

M +o0
]31_1)11 S = lligrgoi_:(zk — 20)?AP, = /(z — z0)%p(z)dz . (4.2.17)
Ak—)o k=1 —00

7, powyzszego wzoru wynika, ze wariancja serii S2 zmierza do wariancji
rozkladu o2, gdy liczebnos¢ serii N — co. Podobnie odchylenie standar-
dowe serii S; zmierza do odchylenia standardowego o, tj.

N—ooo

lim S, (4.2.18)

Rozpatrzmy jeszcze przypadek gdy zmienna losowa skokowa przyjmuje
duze wartosci. Na przyklad zliczamy fotony emitowane z lampy zarowej
w czasie 1 s. Pomiar powtarzaliSmy 20 razy i otrzymaliSmy nastepujace
wyniki:
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58457, 58389, 58144, 58752, 58491, 58777, 58488, 58491, 58152, 58421,
58561, 58533, 58721, 58324, 53411, 58112, 58583, 58354, 58762, 58405

fotondéw/s. Jezeli b(;dziem‘y chcieli wykonaé histogram stupkowy, tak jak po-
dano w rozdziale 4.1, to otrzymamy wykres podobny do przedstawionego na
rysunku 4.4A. Zmienna losowa skokowa bedzie wykazywaé pseudociagly
charakter. W takich przypadkach w celu otrzymania histogramu musimy
postepowac tak jak w przypadku zmiennej losowej ciaglej. A wiec musimy
utworzy¢ szereg rozdzielczy i dokonaé podziatu na przedzialy klasowe, w
wyniku czego otrzymamy histogram komérkowy. Do zagadnienia tego wré-
cimy w rozdziale 7.

Nalezy zaznaczy¢, ze wielkosé ztozona, ktora jest funkcjq zmiennych loso-
wych, jest rowniez zmienng losowq. Funkcje rozktadu zmiennych losowych
mierzonych bezposrednio i wielkoéci zlozonej, ktéra jest ich funkcja, sa w
znakomitej wiekszoédci przypadkéw rdzne.

Na zakoriczenie pragniemy zwréci¢ uwage czytelnika na to,

— ze powiedzenia, iZ wyniki podlegaja lub zmienna losowa podlega, lub
zmienna losowa (wielko$¢ fizyczna) ma rozklad ¢(z) oznaczaja, ze
rozktad populacji generalnej jest (z);

- ze W jezyku uzywanym potocznie w laboratoriach odchyleniem stan-
dardowym nazywa si¢ odchylenie standardowe serii S, oraz odchyle-
niem standardowym $redniej nazywa si¢ odchylenie standardowe éred-
niej serii Sz, podobnie jest w przypadku wariancji.
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Informacje dotyczace zmiennych losowych, histograméw i funkcji rozkladu
prawdopodobienstwa podane w rozdziale 4 s3 caltkowicie ogélne i prawdziwe
dla wszystkich funkcji rozkladu. W tym i nastepnym rozdziale zajmiemy
sie dwiema, szczegdlnie waznymi przy ocenie bledu pomiaru, funkcjami roz-
ktadu prawdopodobieiistwa zmiennej losowej cigglej, a mianowicie roz-
kladem Gaussa (nazywanym réwniez: prawem bledéw Gaussa, rozkltadem
normalnym, normalnym rozkladem bled6w) i rozkltadem ¢-Studenta.

5.1. Rozklad Gaussa

.
W rozdziale 4 pokazaliSmy, ze wielko$¢ mierzona jest zmienna losowa oraz 7e
funkcje zmiennych losowych sa takze zmiennymi losowymi. Z tego wynika,
ze blad bezwzgledny 6 = z — zp, spowodowany bledami przypadkowymi,
jest réwniez zmienna losows.

Aby to wyjasni¢ wré¢my do przyktadu omawianego w rozdziale 4.2. Je-
zeli od kazdej wartosci czasu wyplywu ¢; (2 = 1,2,..., N) odejmiemy jakas
stala wartoéc, to wowczas wszystkie wyniki pomiaréw zostang jednakowo
przesuniete. Przyjmijmy, ze znamy warto$¢ rzeczywista czasu wyplywu tg.

'Niech ta stala wartodcia, ktéra odejmujemy bedzie to, tzn. zamiast warto-
Sci t; bedziemy mieli §; = ¢; — to. Powtarzajac rozwazania przedstawione w
rozdziale 4.2 stwierdzamy, ze:

— przedzialy klasowe czaséw wyplywu [tg,tx41) (K = 1,2,..., M) po-
dane w tabeli 4.2 stana si¢ przedziatami klasowymi bledéw bezwzgled-
nych czaséw wyplywu [8, 0k+1), tzn. zostana przesuniete o watos¢ to;

— histogram przedstawiony na rysunku 4.5, ktéry jest w ukladzie
(gk,tk), bedzie histogramem w ukladzie (g, dx), tzn. zachowa swdj
ksztalt, ale wszystkie jego komorki zostana przesunigte o ty; oczywi-
Scie jesli dlugosci przedzialéw klasowych beda takie same; '

— jego granica, gdy N — 00 i Ag — 0 (M — 00), bedzie funkcja ().

Funkcja ¢(8) = p(t—to) jest wiec funkcja rozkltadu prawdopodobiefstwa
wystapienia bledu bezwzglednego zawartego w przedziale [4,d + dé]. Wo-
bec tego prawdopodobiefistwo wystapienia bledu bezwzglednego zawartego
miedzy & a § + dd wynosi ¢(d)dd. Z tego wynika, Ze znalezienie funkcji roz-
ktadu bledéw bezwzglednych jest réwnowazne znalezieniu funkcji rozkladu
wynikéw pomiaréw. Rozwazania, ktére zostana przedstawione w dalszym
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ciagu tego rozdziatu, beda poéwiecone znalezieniu funkcji rozktadu bledéw
bezwzglednych i, zgodnie z tym co powiedziano w rozdziale 4.2, beda do-
tyczyé bardzo duzej liczby pomiardw, czyli sytuacji, gdy bedziemy mogli
przyjac, ze N — oo. Oznacza to, zZe bedziemy zajmowali si¢ funkcja roz-
ktadu populacji generalnej. Celem tych rozwazan jest, oprécz znalezienia
funkcji rozkladu populacji generalnej, podanie sposobu oszacowania przy
jej uzyciu nieréwnosci (1.1.4).

5.1.1. Prawo bledow Gaussa

Na podstawie tego, co zostalo powiedziane o bledach przypadkowych w
rozdziale 1.1, mozna podaé, jakie warunki musi spelnia¢ funkcja rozktadu
bledéw przypadkowych ¢(8), a mianowicie musi by¢:

~ nieujemna, tj. ¢(8) > 0;

— symetryczna, czyli ¢(—8) = ¢(8); oznacza to, ze prawdopodobiefistwo
wystapienia bledu zawartego miedzy —& a — (8 + dé) jest takie samo
jak bledu zawartego miedzy é a & + dé;

— malejaca funkcja &; czyli ¢(81) < ¢(82), gdy [61] > |d2];
— asymptotycznie malejaca do 0, gdy |6] — oo, tzn. ¢(to0) = 0.

7 warunkéw tych wynika, ze funkcja rozkladu ¢(8) musi posiada¢ maksi-
mum w punkcie § = 0, tzn. ¢(0) = max.
Ogodlna postaé jednej spoéréd funkcji spelniajacych powyzsze warunki
jest nastepujaca:
o(6) = Ce™™%, ' (5.1.1)

za$ wystepujace stale musza byé: C > 01 h — liczbg rzeczywista. Warunek,
ze C > 0 wynika z koniecznodci, aby funkcja (5.1.1) byla nieujemna, za$
warunek, ze h musi by¢ liczba rzeczywista skoiiczong wynika z koniecznoéci,
aby funkcja ¢(8) byla rzeczywista i asymptotycznie malejaca do zera, gdy
8 — co. Ponadto funkcja (5.1.1) musi spelnia¢ warunek normalizacji (4.2.6),
ktéry przyjmuje postaé: \

400 i o)
/cp(&)dé =C / e ds = 1. (5.1.2)

—00 -0
) 4

Korzystajac z warunku normalizacji (5.1.2) mozemy znalez¢ wartoS¢ stalej
C. W tym celu zastosujmy podstawienie s = hd; wtedy wzér (5.1.2) mozemy
zapisac: ‘

+o00
%/e‘szds =1, ~ (5.1.3)
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catka we wzorze (5.1.3) jest réwna /7 (obliczenie calki podano w Do-
datku F). W rezultacie otrzymujemy:

%\/7_1':1, Stqd C=L

S

i wzér (5.1.1) przyjmie postac:
h ;2.2
@(8) = 75 h78% (5.1.4)

Rozktad ten nazywa si¢ rozkladem Gaussa lub prawem bledéw
Gaussa badZ rozkladem normalnym albo normalnym rozkladem
bledéw. Stala h nazywamy miara precyzji pomiaréw.

O slusznoéci stosowania rozktadu Gaussa w ocenie bledu pomiarowego
napisano wiele. To, co zostalo napisane na ten temat doskonale charaktery-
zuje nastepujaca wypowiedz: ,,...eksperymentatorzy stosuja funkcje Gaussa,
gdyz mysla, ze matematyka moze to udowodni¢, a matematycy gdyz mysla,
iz zostalo to ustalone eksperymentalnie...” (por. [7], s. 40). Tak Zle jednak
nie jest i rozklad Gaussa mozna otrzymac stosujac rézne podejécia. Jedno
z nich, wykorzystujace model bledéw przypadkowych Laplace’a, przedsta-
wimy w Dodatku E, ktéry radzimy przeczytaé po poznaniu rozkladu dwu-
mianowego (rozdzial 7.1).

h=3 (=0.236)

7 /h=2 (6=0.354)

0.5 h=1 (5=0.707)
] =0.3 (6=2.36)
W=7 T T T
6 4 2 0 2 a4 6

8=x-x,

Rys. 5.1: Wykresy funkcji rozktadu bledéw Gaussa dla réznych wartosci b, w
nawiasach podano wariancje rozkladéw
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Na rysunku 5.1 przedstawiono przykladowe wykresy funkcji rozkladu
bledéw Gaussa (wzér (5.1.4)) dla czterech rézinych wartoéci h. Jak widaé z
rysunku 5.1 dla duzych wartoéci b funkcja ¢(6) jest waska z ostrym mak-
simum. Taki pomiar jest pomiarem o wysokiej precyzji i rozrzut bledéw
bezwzglednych jest mafy. Im warto$¢ h jest mniejsza, tym maksimum staje
sie nizsze, a krzywa jest szersza — rozrzut wartosci bledéw bezwzglednych
wzrasta. Dla malej wartoéci h (b = 0.3) wykres funkcji ¢(d) jest plaski,
rozrzut wartoéci btedéw bezwzglednych bedzie duzy — o takim pomiarze
powiemy, ze jest mato precyzyjny. Jak wida¢ h okreSla szerokoé¢ funkcji
rozkladu.

5.1.2. Rozklad Gaussa dla wynikéw pomiaréw

Zgodnie z tym, co powiedziano w rozdziale 4.2 i 5.1.1, prawdopodobien-
stwo tego, ze btad bezwzgledny jest zawarty miedzy é a § + dé, wynosi:

dP(§) = ¢(8)ds, (5.1.5)

gdzie ¢(8) jest funkcja rozktadu dana wzorem (5.1.4). Wiedzac, Ze zgodnie
z wzorem (1.1.5) § = z — o, pytamy teraz jakie jest prawdopodobiefistwo
tego, ze wynik pojedynczego pomiaru bedzie zawarty miedzy z a z + dz.
W celu uzyskania odpowiedzi na postawione pytanie réZniczkujemy wzor
(1.1.5) i otrzymujemy dé = dz; ten wynik oraz § dane wzorem (1.1.5)
podstawiamy do (5.1.5). W rezultacie otrzymamy prawdopodobiefistwo:

dP(z) = ¢(z)dz. (5.1.6)
Wobec tego funkcja rozkladu (5.1.4) przyjmie postac:

o(z) = %e_h2(z—x°)2. (5.1.7)

7 poréwnania wzoréw (5.1.4) i (5.1.7) wynika, ze wykresy obu funkcji, przy
tym samym h, sa identyczne, z tym ze wykres funkeji rozktadu ¢(z — o)
bedzie przesuniety o wartod¢ zo. Oba wykresy pokryja si¢ dla zg = 0.
Korzystajac z funkcji rozkladu (5.1.7) obliczmy $rednia rozkladu.
Podstawiajac funkcje rozktadu ¢(z) do wzoru (4.2.11) otrzymujemy:

400
_ h —hz(:l,‘— 0)2
= — %o )dx.
TR ﬁ / xre T
—00

Aby obliczyé Zr odejmijmy i1 dodajmy do wyrazenia pod calka
zgexp[—h?(z — z0)?]; wowcezas:

+o0 +o0
h h
ip = \—/—_7; / (z - xg)e—hz(z_x°)2dz + ﬁmo / e~ (e=wo) gy
—00 .

—00
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Zastosujmy teraz podstawienie y = h(z— mo), wéwczas dy = hdz 1 powyzsze
wyrazenie przyjmie postaé:

+o00
Ip = /ye“y dy+ ~—= \/_ e"yzdy.

Pierwsza calka jest réwna zero, a druga /7 (obliczenia tych calek podano
w Dodatku F), a wiec:
: IRr = xo. (5.1.8)

Réwnosc ta oznacza, ze w przypadku gdy wyniki pomiaréw podlegaja roz-
ktadowi Gaussa (5.1.7), érednia rozkladu Zp jest réwna wartosci rzeczywi-
stej zo. Jezeli dodatkowo wezmiemy pod uwage wyniki uzyskane w rozdziale
4.2, tzn. wzér (4.2.15), to stwierdzimy, ze:

lim Z = zo. (5.1.9)

W ten sposéb uzyskaliSmy bardzo wazny wynik, ktéry oznacza, ze jezeli

rozktad wynikéw pomiaréw jest rozkladem Gaussa (5.1.7), to dla

bardzo duzej liczby pomiaréw (N — o0) ich §rednia arytmetyczna

dazy do wartosci rzeczywistej, oczywiscie, gdy bledy systematyczne
mozna pominaé.

~ Obliczmy teraz wariancje rozktadu Gaussa, pamietajac, ze zgodnie

z (5.1.8) Zr = zo. Ze wzoru (4.2.12) znajdujemy:

+oo
o = —\%r; /(z—xo)Ze_hz(”_“)zdx. (5.1.10)

Wyrazenie to jest identyczne ze wzorem (4.2.17). Oznacza to, ze gdy mie-
rzona wielkosé fizyczna ma rozklad Gaussa, to w przypadku bar-
dzo duzej liczby pomiaréw (N — o0) S2 zmierza do wariancji roz-
kladu, czyli

lim §2 = ¢2. (5.1.11)

N—o0
Aby obliczyé o? dokonajmy podstawienia y = h(z — z¢); wtedy dy = hdz
i wzér (5.1.10) przyjmie postaé:

1 2 _y2
= -/ dy.
2 / e
VT )
Poniewaz wystepujaca tu calka jest réwna /7 /2 (obliczenie catki podano
w Dodatku F), otrzymujemy:
9 1

1
o = 53 stad h_————m/i.
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Podstawiajac warto$é h do wzoru (5.1.7), mozemy go wyrazi¢ za pomocg
wariancji. Wéwczas funkcja rozkladu przyjmie postaé:

p(z) = ezt . (5.1.12)

Jest to najczeiciej uzywana posta¢ rozkladu Gaussa (normalnego).
Funkcja rozktadu normalnego jest jednoznacznie okreslona dwoma parame-
trami, a mianowicie: wartoécia rzeczywista zo i wariancja o2. Funkcje
te oznaczamy N (zo, o), np. zapis N(20,2) znaczy, Ze wartos¢ rzeczywista
wynosi 20 i odchylenie standardowe réwne o wynosi 2. :

Na rys. 5.1 przedstawiono wykresy funkcji rozkltadu ¢(8) = ¢(z — z¢)
dla réinych wartoéci miary precyzji h. Jak pokazano powyiej o = 1/ V2,
jest wiec miarg wartodci w maksimum i szerokosci funkcji rozktadu. Je-
zeli rozrzut wynikéw pomiardw jest duzy, wtedy réwniez o jest duze, a
funkcja rozkladu jest szeroka i o malej wartodci w maksimum, poniewaz
©(0) = 1/o+/2n. Jeieli zaé rozrzut wynikéw pomiaréw jest maly, wtedy
mamy sytuacje odwrotna, tj. wartoéé funkcji rozktadu w maksimum jest
duza, a szerokoé¢ mata.

Na zakoficzenie obliczmy dla przyktadu prawdopodobienstwo dP, ze wy-
nik pojedynczego pomiaru da nam warto$¢ zawarty miedzy zo + 1.50 a
zg + 1.50 + dz. Oczywiscie nie jesteSmy w stanie wykonac obliczen dla nie-
skoticzenie waskiego przedziatu dz. Mozemy je wykonaé jedynie dla bardzo
waskiego przedzialu, ale o skoficzonej szerokoéci Az. Otrzymamy wigc przy-
blizong warto$¢ prawdopodobiefistwa, ktéra oznaczymy AP. Przyjmijmy,
ze Az = 0.00lc. Prawdopodobiefistwo to na podstawie wzoréw (5.1.6)
i (5.1.12) jest réwne AP(zo+ 1.50) = \/_1276_1'125 -0.001 ~ 0.000129. Czyli,
ze jezeli wykonamy 10000 pomiaréw, to érednio 1 pomiar bedzie zawarty
w tym przedziale. Jezeli Az = 0.010, to AP(z¢ + 1.50) =~ 0.00129, czyhi
bedzie wzrastaé ze wzrostem szerokosci przedzialu.

Zgodnie ze wzorem (4.2.7) dystrybuanta rozkiadu normalnego
N (zg, ), ktéra bedziemy oznacza symbolem ®{a), wyrazi si¢ nastgpujaco:

(I—-zo)2

B(a) = U\@; dz , (5.1.13)

zaé prawdopodobiefistwo P{a < z < b) tego, ze wynik pojedynczego po-
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miaru bedzie zawarty w przedziale a < z < b, jest:

: 1 _(x—:o)”
Pla<z<b) = &) —d(a) = B(a,b) = ”\/2_”!6 A ds .
. (5.1.14)
Szczegdlnie czesto jest uzywana wielkos¢ P(zo—a < 2. < zo+a), tzn. praw-
dopodobienstwo, ze wynik pomiaru jest zawarty w przedziale symetrycz-

nym wzgledem wartoéci rzeczywistej. Dla przykladu obliczmy prawdopo-
gle P

N(xy,0)
ol A
12
o (2) punkt
przegiecia
0.02145 034135 [ 034195 | N 002145
| i 1 I
- - - + + +
XO 3o X020' XOG Xo X00‘ XO 2c XO 3o X
ﬂ\
(V] 0.9973 0.9999
+Q 1 0.0544
>
CPN ] 0.6827
()
X .
_e.
0 T L T T T ]
o 2c 3c 4c

a

Rys. 5.2: A) Przyk}adowy wykres funkcji N(zo, o). B) Wykres zaleznoéci prawdopo-
dobiefistwa ®(zo — a,zo + a) od a. Objasnienia w tekscie
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dobienstwo tego, Ze wynik pojedynczego pomiaru jest zawarty w przedmale
[zg — 0,20 + 0], tzn. -

zo+o

/ (z—zo)2
:I?.
o 27r

' (5.1.15)
Calki tej nie mozemy obliczy¢ analitycznie, mozna jednak jej wartoéé ob-
liczy¢ numerycznie. W powyzszym przypadku wynosi ona 0.6827, tzn. ze
jezeli wykonamy serie N pomiaréw, to Srednio 68.27% wynikéw bedzie za-
warte w przedziale [zg — 0, zg + o]. Pozostate 31.73% wynikéw pomiaréw
da nam wartosci mniejsze od zo — o i wieksze od z¢ + 0.

Na rys. 5.2A przedstawiono przykladowa funkcje rozktadu N(zo,0).
Na rysunku tym zaznaczono réwniez przedzialy [zo — 30,20 — 20],...,
[zo + 20, 29 + 30] i podano wartosci calek z funkeji rozktadu N (zo, o) ob-
liczone dla poszczegdlnych przedziatéw. Inaczej méwiac podano prawdo-
podobienstwa, ze w wyniku pojedynczego pomiaru wielkosci fizycznej z
otrzymamy wartoéé zawarta w danym przedziale. Na rysunku 5.2B przed-
stawiono wykres funkcji ®(z¢—a, zo+a) i podano wartosci, jakie przyjmuje
ta funkcja dla @ = ko (k = 1,2,3,4). Jak widaé¢ z rysunkéw 5.2A i 5.2B
w przedziale [zg + 30, zg — 30] s3 zawarte prawie wszystkie wyniki pomia-
row. Moze sie oczywiscie zdarzy¢ sytuacja, ze jakiS pomiar znajdzie sie
poza tym przedzialem, ale prawdopodobiefistwo takiego zdarzenia wynosi
zaledwie 27/10000. W rozdziale 5.2 poznamy réwniez inng postaé funk-
cji ®(a) wygodniejsza w bezposrednich zastosowaniach oraz sposéb oceny
btedu przy uzyciu rozktadu normalnego.

Plzo~o0<z<z9+0) = Blzg—0,20+0) =

5.1.3. Srednia arytmetyczna i wariancja serii jako najlep-
sze przyblizenia wartoséci rzeczywistej i wariancji roz-
ktadu

Wyniki przedstawione w rozdziatach 4.2 i 5.1.2 dotycza przypadkow, gdy
liczba pomiaréw N jest bardzo duza, tzn. taka, iz mozna przyjac, ze
N — oo. W praktyce jednak N jest liczba niezbyt duza. Wykonujemy bo-
wiem 5, 10, 50 czy 100 pomiaréw. Zalézimy, ze wykonaliSémy serie N pomia-
réw wielkoéci fizycznej z i otrzymaliSmy wartosci x4, zg,...,2N. Pytamy
sie, jakie bedzie najlepsze przyblizenie wartosci rzeczywistej zo i warian-
cji rozkladu o2, jezeli wyniki pomiaréw podlegaja rozkladowi normalnemu
N(zg,0). )
Prawdopodobienstwo tego, ze w wyniku pojedynczego pomiaru otrzy-
mamy wartos¢ zawarta miedzy z; a z;+dz; jest dP(z;) = ¢(z;)dz;. Popraw-
nie wykonane pomiary sa od siebie niezalezne, tzn. ze wynik jednego po-
miaru nie wywiera wplywu na wartos¢ otrzymang w innym pomiarze. Z tego
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powodu pomiary traktujemy jak zdarzenia niezalezne, za$ prawdopodo-
biefistwo dP(z1,z2,...,2N), Ze w serii N pomiaréw otrzymamy wartosci
zawarte w przedzialach [z1,z1+dz,], [z, z2+dz2), ..., [2N, 2N +dzN] jest
réwne iloczynowi dP(z1)dP(z3) ...dP(zy). Gdy wyniki pomiaréw podle-
gaja rozkladowi normalnemu to

1 (z;=29)2

' N N
dP(x1,29,..., = dP(z;) = e 22 dx;.
e = Tlape) = [

Biorac pod uwage to, Ze przy mnozeniu wyktadniki poteg dodajemy, oraz
ze mozna przyjacl, iz dzy = dzy = ... = dzy = dz = const, otrzymujemy:

N
dP(z1,T3,...,2N) = ( ! ) =57 Lies @720 (q)N - (5.1.16)
: oV2r
Wielkoéci zy, .. ., 2y wystepujace we wzorze (5.1.16) s3 znane, sa to bowiem
wyniki pomiaréw. Prawdopodobieristwo dP(z1,...,zx) jest prawdopodo-
bienstwem uzyskania w serii N-pomiardéw wielkosci fizyczne] z jej warto--
$ci zawartych w przedziatach [z1, 21 + dz}], 23,22 + d2], ..., [eN, 2N + dz];
mozemy je obliczyé, gdy znamy lub zatozymy wartoéci zo i 0%. Poniewaz
wartodci zo i 02 s3 nieznane problem nasz sprowadza sie do znalezienia naj-
bardziej wiarygodnych wartoéci Ty i 2, tzn. takich, dla ktérych praw-

dopodobienstwo dP(z1,z2,...,2zN) osiaga wartosé maksymalng. Wartosci
te bedziemy oznaczali Zg i 2. Poszukujemy wiec takich wartosci Zo i 62, dla
ktérych otrzymanie w serii pomiaréw wartodei z1, 2a,...,zN jest najbar-

dziej prawdopodobne. Te wartoéci To i 02 beda najlepszymi przyblizeniamsi
wartosci rzeczywistej i wariancji rozkladu niezaleznie od liczby pomiarcow.

Postepujac w podobny sposéb mozna otrzymac najbardziej wiarygodne
przyblizenia wartoSci parametréow okreslajacych rozktad wynikéw pomia-
réw, takze w przypadku, gdy podlegaja one innemu rozktadowi niz rozktad
normalny. Takie postepowanie nazywa si¢ metoda najwiekszej wiary-
godnosci. ‘

Aby znalezé najlepsze przyblizenie wartosci rzeczywistej zo zwrdémy
uwage na fakt, Ze prawdopodobieristwo (5.1.16) osiaga najwiekszqg wartosé,
gdy wykladnik potegi, tj.

1 & 2
53 Z(x,- — z9)?, (5.1.17)
1=1
jest naymniejszy. Aby znalezé minimum wyrazenia (5.1.17) zrézniczkujmy
je wzgledem z¢ i przyréwnajmy do zera pierwsza pochodna, otrzymamy
wowczas:

N
Z(xi - 230) = 07

i=1
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stad znajdujemy wartosé Zo, dla ktérej prawdopodobiefistwo (5.1.16) osiaga
maksimum,

1 N
To= —> 2 =&, (5.1.18)
N’[:l

Ze wzoru (5.1.18) wynika, ze érednia arytmetyczna serii N pomiaréw
podlegajacych rozkladowi Gaussa jest zawsze najlepszym przybli-
zenlem wartoéci rzeczywiste], niezaleznie od tego jak duza jest liczba
pomiaréw N. Wynika stad, ze gdy wyniki pomiaréw podlegaja rozkltadowi
normalnemu, to przy dowolnej liczbie pomiaréw N ich $rednia arytme-
tyczna Z, a nie jaka$ inna wielko$é¢ zj,, obliczona na podstawie wynikéw
pomiardw, najl,e})iej przybliza warto$é rzeczywistq, czyli ze poza szczegdl-
nymi przypadkami,-zachodzi nieréwno$¢ |Z — zo| < |zin — Zo|. Co wie-
cej, poniewaz, jak wykazano w rozdziale 5.1.2 (wzér (5.1.9)), T — zo, gdy
N — 00, to érednia arytmetyczna serii N pomiaréw bedzie tym lepszym
przyblizeniem wartosci rzeczywistej im liczba pomiaréw N bedzie wigk-
sza. Z przedstawionych powodéw $rednia arytmetyczna jest bardziej wia-
rygodnym przyblizeniem wartosci rzeczywistej niz jakikolwiek pojedynczy
pomiar. . \

Przejdzmy teraz do znalezienia najlepszego przybliZenia wariancii.
W tym celu zréiniczkujmy wzgledem o wyrazenie (5.1.16) i tak obliczona
pochodna przyréwnajmy do zera. Otrzymamy:

_NEI\}—H<#)N‘”‘ [ 2022 i~ %0) }

(= )’”2 p[iz ] 0.

2m

7 powyzszego réwnania znajdujemy:

| N
— > (zi—z0)® = N,
g =1

a stad wartoéé 52, dla ktérej prawdopodobiefistwo (5.1.16) osiaga wartosé
maksymalna, wynosi

N
o2 = %Z(zi—xo)l’ = 52, (5.1.19)

Otrzymali$émy wyrazenie identyczne ze wzorem (3.2.3). Wynika z tego, ze
najlepszym przyblizeniem wariancji o2 jest S2, a odchylenia standardowe-
’/f":;go o jest S;. Poniewaz w praktyce N jest liczba niezbyt duza i warto$t
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rzeczywista zo jest nieznana, we wzorach (5.1.19) i (3.2.3) musimy uzy¢
zamiast zo. Wéwczas wzér (5.1.19) przejdzie w (3.2.13), tj.

2 1 ANy L =)2
S:z: = N——_l (:L‘,‘——.’L‘) . (5120)

=1

-Tak wiec w obliczeniach musimy postugiwaé si¢ wzorem (5.1.20). W przy-
padku duzej liczby pomiaréw, gdy N > 1, wéwczas T — o i jedynke w
mianowniku wzoru (5.1.20) mozemy pominaé, a wtedy (zgodnie z tym co
powiedziano w rozdziale 5.1.2), S2 — o2. Oznacza to, ze gdy wyniki podle-
gaja rozkltadowi Gaussa, to S2 jest zawsze najlepszym przyblizeniem
wariancji 02, tym lepszym, im wieksza jest liczba pomiaréw N.

Z tego, co dotychczas powiedziano w tym rozdziale, wynika, ze wielkosci
charakteryzujace seri¢ pomiarowa (prébe losowa) Z i S2 przyblizaja, czyli
estymuja, wartosci zo i o2 charakteryzujace rozklad normalny, ktéremu
podlegaja wyniki pomiaréw. Nosza one w statystyce matematycznej nazwe
estymatoréw parametréw rozkladu normalnego.

Poniewaz z i S2 sa najlepszymi przyblizeniami zo i o2, wobec tego
najlepszym przyblizeniem rozkladu N(zo,0) jest rozklad N(z,S;) i zapis
N(10,1.5) bedzie oznaczat z = 10, S; = 1.5. -

2

5.1.4. Funkcja rozkladu $redniej arytmetycznej

W poprzednim rozdziale wykazaliémy, ze gdy pomiary podlegaja rozkta-
dowi Gaussa z wartodcig rzeczywista z¢ i wariancja o2, to érednia arytme-
tyczna

_ Ty +T2+...+2ZN
h N

(5.1.21)

jest najlepszym przyblizeniem wartodci rzeczywistej z¢. Poniewaz mierzona
wielko§¢ fizyczna z jest zmienng losowa, jej wartodci zmierzone w serii NV
pomiaréw sa otrzymane losowo. Wobec tego ich érednia arytmetyczna Z
bedzie miala réwniez wartos¢ otrzymana losowo, czyli tez bedzie zmienna
losowa. Oznacza to, Ze jezeli bedziemy powtarzali wielokrotnie, przy uzy-
ciu tych samych przyrzadéw pomiarowych, serie N pomiaréw (czyli zro-
bimy ciag doéwiadczen polegajacych na wykonaniu N pomiaréw i oblicze-
niu na ich podstawie Z), obliczone wartosci Z beda réznily si¢ miedzy sobg.
Otrzymamy wiec zbiér wartosci Z;. Wartoéci te beda podlega¢ pewnemu
rozkladowi o wartodci rzeczywistej zo.

Jak pokazano w Dodatku G rozklad ten, gdy wyniki pomiaréw podlegaja
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-
o(x) !\

Xo X

Rys. 5.3: Funkcja rozkladu wynikéw pomiaréw o wariancji o i funkcja rozktadu ich
éredniej arytmetycznej o wariancji 02 = ¢°/N dla N =9

rozktadowi normalnemu N(zg, o), jest rozkladem normalnym

_ 1 Z — 1g)2
e(Z) = U_\/z‘ﬂexp [——(—5—0?0-)—} , (5.1.22)
gdzie
2
o = 9]\7 (5.1.23)

N jest liczba pomiaréw. Postepujac podobnie jak w rozdziale 5.1.3 mozna
pokazal, ze najlepszym przyblizeniem o2 jest S2 dane wzorem (3.4.11), tj.

sr=lgo L s g

Na rysunku 5.3 przedstawiono funkcje rozkladu normalnego N(zg,0) i
funkcje rozkladu Sredniej arytmetycznej N(zg,0z). Zgodnie z wzo-
rami (5.1.22) i (5.1.12) obie funcje rozktadu maja maksimum przy tej samej
wartosci zo, ale réznia sig¢ szerokoscia. Szeroko$¢ rozkladu N (zo,0z) jest
znacznie mniejsza niz rozkladu wynikéw pomiaréw N (zo, o). Oznacza to,
7e rozrzut wartodci T bedzie zawsze zawarty w mniejszym przedziale niz
rozrzut wynikéw pomiaréw.
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5.1.5. Pomiary o niejednakowej precyzji, laczenie nieza-
leznych pomiaréw, $rednia wazona

W rezultacie wykonania serii NV pomiaréw wielkosci fizycznej z otrzymu-
jemy ciagg wartosci 21, Za, . . ., . Na podstawie tych wartosci mozemy obli-
czyé ich $rednia arytmetyczna, odchylenie standardowe serii S i odchylenie
standardowe Sredniej serii Sz. Odchylenie standardowe serii S, jest érednia
wartoscia niepewnoéci kazdego z pomiaréw danej serii. Poniewaz wszystkie
pomiary danej serii maja te samgq Srednig niepewno$é, Sy méwimy o nich,
zZe sa jednakowo precyzyjne. Wszystkie dotychczasowe rozwazania przedsta-
wione w tym rozdziale dotyczyly pomiaréw o jednakowej precyzji.

Inna jest sytuacja, gdy jeden obserwator wykona pomiary w szeregu
niezaleznych od siebie seriach pomiarowych, czyli uzyska szereg réznych
wartosci Z, lub gdy dysponujemy wynikami (wartoSciami ) uzyskanymi
przez réznych obserwatoréw (np. moga to byé wyniki otrzymane w réznych
laboratoriach). Wyniki te beda na ogét réznity sie od siebie wartoéciami Z,
Sz 1 Sz. O pomiarach tych powiemy, ze s3 pomiarami o niejednakowe]j
precyzji, poniewaz kazda z serii pomiarowych ma inng warto$¢ Sz.

Z problemem pomiaréw o niejednakowej precyzji spotykamy sie czesto,
poniewaz wiele wielkosci fizycznych jest mierzonych wielokrotnie i w réz-
nych laboratoriach. Przypusémy, Ze trzech obserwatoréw uzyskalo niezalez-
nie od siebie nastepujace wartosci Z; i Sz;:

obserwator 1 : Zz;, Sz,
obserwator 2 : Iy, Sz,

obserwator 3 : I3, Sz,.

Powstaje pytanie, jak na podstawie powyzszych wartosci znaleZ¢ najlepsze
przyblizenie Z,, wartosci rzeczywistej zo? Na pierwszy rzut oka wydaje sie,
ze nalezaloby wziac ich $rednia arytmetyczna (%1 + Z2 + Z3)/3. Tak jednak
nie jest, poniewaz Sz; (j = 1,2,3) sa rézne, a przyjecie éredniej arytme-
tycznej jest rGwnowazne zaltozeniu, Ze s3 to pomiary jednakowo precyzyjne.
Skoro wartosci Sz, s3 w ogdlnoéci rézne, to stuszne jest takie postgpowanie,
w ktérym pomiary o najwiekszej precyzji (najmniejsze Sz;) powinny mieé
najwiekszy wplyw na warto$¢ poszukiwanego przyblizenia.

W celu znalezienia najlepszego przyblizenia wartoSci rzeczywistej zg za-
}6zmy, ze znamy L réinych érednich arytmetycznych jakiej$ wielkosci fi-
zycznej wyznaczonych w réznych i niezaleznych seriach pomiarowych
Z1,%2,-..,Zr 1 odchylenia standardowe $rednich serii Sz,,Sz,,...,Sz,,
przyjmijmy réwniez, ze liczba pomiaréw w kazdej serii byla na tyle duza,
7e S%J_ jest-dobrym przyblizeniem agj. Prawdopodobienstwo tego, ze w po-
jedynczej serii pomiarowej otrzymamy warto$¢ Sredniej arytmetycznej za-
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wartg miedzy Z; a Z; + di;, jest dane wzorem (por. rozdzial 5.1.3 1 5.1.4):

exp [ ——————(z’ ~ %) ] daz; .

dP(z;) = 507

1
O':Ej'\/ 2

Wobec tego prawdopodobiefistwo dP(Z,,), ze w L seriach pomiarowych réz-
nych i niezaleinych uzyskamy wartodci Z;, %3, .. ., T1, jest iloczynem praw-
dopodobienstw dP(Z;)dP(Zs)...dP(ZL). Powtarzajac rozwazania z roz-
dzialu 5.1.3 otrzymujemy: ‘

]

dP(.fl,.’EQ,...,iI_IL) (\/i_f)LH s exp[ Z (11232 2 } (d.’l?

Prawdopodobienistwo to osiaga maksimum wéwczas, gdy wykladnik potegi
ma warto$¢ minimalna, tzn.

= 2
%Z@—Jaz—z")— = min . (5.1.24)

=1 T

W celu znalezienia minimum wyrazenia (5.1.24) zrézniczkujemy je wzgle-
dem zg i pierwsza pochodna przyréwnamy do zera. Otrzymamy wéwczas

L T -
Zw = 0. (5.1.25)

2
=1 z;

Rozwigzujac réwnanie (5.1.25) znajdujemy najbardziej prawdopodobna
wartoéé xg, ktdra oznaczymy Z,, i ktéra jest najlepszym przyblizeniem war-
toéci rzeczywistej, a mianowicie:

L —
J_WwiZ; :
Ty = _E_l:g_.’_’ (5.1.26)
Zj:‘_l w4 ‘
gdzie )
1
wy; = :’T (5.1.27)

Srednia %, dana wzorem (5.1.26) nazywamy $rednia wazona, a wielkoéci
w; wagami pomiaréw. W przypadku pomiaréw o jednakowej precyzji
0z, = const i érednia wazona jest réwna Sredniej arytmetycznej. Ze wzoru
(5.1.26) wynika, 7Ze pomiary o duzym odchyleniu standardowym &redniej
0z;, Znacznie wigkszym niz innych pomiaréw, malo wplywaja na otrzymana
warto$é $redniej wazonej, tj. na wynik koficowy. Obliczmy teraz odchylenie
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standardowe éredniej wazonej. W tym celu skorzystajmy z wzoru (3.4.10),
- ktéry w naszym przypadku przyjmie postac:

L. 0%,\2 ,
=3 (557) oz, | (5.1.28)

j=1

Obliczajac ze wzoru (5.1.26) pochodne 0%.,,/0%; i podstawiajac do (5.1.28)
otrzymujemy:

L 2 2 L ...
Wiz, j=1 Wj 1

v JS:: (Zi;l w)? (Zil:l wy)? - Z£=1 Wy '

(5.1.29)

. lub

Lo
=3 . (5.1.30)

Nalezy zaznaczy¢, ze przy obliczeniach Sredniej wazonej Z,, odchylenia
standardowe oz, zastepujemy przez ich najlepsze przyblizenia, tj. przez
odchylenia standardowe érednich serii Sz;.

Laczenie niezaleznych pomiaréw odgrywa istotna role przy okreslaniu
najlepszych przyblizen réznych stalych fizycznych, uniwersalnych i mate-
rialowych, czyli przy tworzeniu tablic wielkosci fizycznych. Laczenia po-
miaréw niezaleznych mozemy dokonaé obliczajac $rednia wazona. Popraw-
nego obliczenia $redniej wazonej nie mozemy jednak dokonac bez wstepnej
analizy posiadanych danych, ktéra polega na stwierdzeniu czy wartosci I ;
(7 =1,2,...,L) s3 zgodne. Na podstawie tego, co powiedziano o zgodnoéci
wynikéw pomiaréw w rozdziale 1.1.6, wyniki bedziemy uwazali za zgodne,
jezeli rozbieznos¢ |Zmax — Tmin| spelnia nieréwnosé:

Iimax - Eminl S 355;,““ + 3S:i'min )

(Zmax 1 Zmin Oznaczaja odpowiednio najwieksza i najmniejsza wartos¢ ze
zbioru L wartosci 7). Jezeli rozbieznoéé |Zmax — Tmin| jest istotnie wicksza
iz 35z, +355 i, to Wyniki uwazamy za sprzeczne. Wtedy nalezy wyniki
dokladnie przeanalizowaé, poniewaz ktéryé z nich moze byé obarczony ble-
dem systematycznym. Wynika to z faktu, ze funkcja rozkladu (5.1.12) dla
zo + 35z badz zg — 35z jest prawie réwna zero i w tych granicach powinna
byé zawarta warto$ rzeczywista oraz z tego, ze wielko§é 35z mozemy uwa-
za¢ za blad maksymalny (wyjadnimy to w rozdziale 5.2.2). Jezeli wyniki
s3 zgodne to mozemy przystapi¢ do obliczania éredniej wazonej.
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5.1.6." Funkcja rozkladu wielkoSci zlozonej

Niech z bedzie wielkoscia zlozona. Przyjmijmy dla wiekszej przejrzystosci
rachunkéw, ze wielkoéé zlozona z jest funkcja dwéch niezaleznych zmien-
nych losowych z i y oraz ze kazda z tych zmiennych losowych podlega
rozktadowi Gaussa, a ich wartoSci rzeczywiste wynosza odpowiednio zg

i yo, za$ wartosé¢ rzeczywista wielkosci zlozonej wynosi zp = z(Zo, yo). Po-
niewaz wielko$é zlozona z = z(z,y) jest funkcja zmiennych losowych, to

i ona sama jest zmienng losowa. W ogélnosci funkcja rozkladu praw-
dopodobiefistwa zmiennej losowej z(z,y), pomimo ze zmienne lo-
sowe z i y podlegaja rozkladowi Gaussa, nie bedzie rozkladem
Gaussa. Jak mozna wykazaé, na podstawie twierdzen podanych w Do-
datku G, jedynie w szczegdlnym przypadku, gdy wielkoé¢ zlozona z jest
liniowa funkcja zmiennych losowych z i y, jej rozklad jest rozkladem nor-
malnym. Jak pokazano w rozdziale 2.2 (wzér (2.2.4)) i rozdziale 3.3 (wzér
(3.3.3)) wielko$¢ ztozong z = z(z,y) mozna przyblizy¢ funkcja liniowa wiel-
koéci z i y w otoczeniu dowolnego punktu, np. punktu (g, yo), jesli réznice
T — %o 1Yy — Yo sa na tyle male, ze rozwijajac z(z,y) na szereg Taylora
mozemy ograniczy¢ sie do wyrazéw liniowych w zmiennych z oraz y, czyli
w przypadku gdy: :
0z )

2(z,9) ¥ (w0, w0) + (57

92 cond® ~ 00 (%) y-w). (5.1.31)

Z0,Y0 ay foof

Ogdlne warunki stosowalnosci tego przybliZzenia zostaly omdéwione w roz-
dziale 2.2. Ponizej przedstawimy warunki stosowalnoéci rozwiniecia
(56.1.31) w przypadku, gdy wielkoéci mierzone bezpodrednio majg rozklad
normalny. Jezeli wyniki pomiaréw danej wielkosci fizycznej 2 podlegaja roz-
ktadowi Gaussa, to prawie wszystkie otrzymane wartoéci sa zawarte mie-
dzy z9 — 30, a zo + 30,. Z tego wynika, ze o dokladnodci przyblizenia
(5.1.31) decyduje wielkod¢ 3o, tzn. Ze dla z — z¢ zawartych w przedziale
[-304,+30,] rozwiniecie (5.1.31) musi by¢ dobrym przybliZzeniem. Na ry-
sunku 5.4 przedstawiono to w przypadku, gdy wielkos¢ ztozona jest funkcja
jednej zmiennej losowej z. Wnioski, ktére z tego wynikaja, stosuja sie do
przypadku wielu zmiennych losowych, do kazdej zmiennej osobno. Jak wi-
da¢ z rysunku 5.4, w przypadku gdy rozklad wynikéw pomiaréw jest dany
krzywa A, stosowanie rozwiniecia {5.1.31) jest uzasadnione. W przypadku
rozkladu B stosowanie rozwiniecia (5.1.31) jest nieuzasadnione, poniewaz
na skrzydtach funkcji rozktadu styczna poprowadzona w punkcie zo za-
czyna istotnie réznié sie od krzywej i rozklad zmiennej losowej zlozonej w
ogdlnosci nie bedzie dobrze przyblizony rozkladem normalnym. W dalszych
rozwazaniach tego rozdziatu przyjmiemy, ze zachodzi przypadek odpowia-
dajacy rozkladowi A.
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f(x)

A styczna

Xo
XO-3G X0+30 X

Rys. 5.4: Wyjaénienie stosowalnosci rozwiniecia z = f(z) ograniczonego do wyrazu
liniowego

Aby rozwiniecie (5.1.31) bylo dobrym przyblizeniem w naszym przy-
padku wystarczy, Zeby obliczona warto$¢ 2(Z + 35;,7) 1 wartosé
2r(Z + 35, ) obliczona przy uzyciu rozwiniecia (5.1.31) réznily sie tylko
‘nieznacznie. Formalnie mozna to wyrazi¢ nastepujaco:

2(Z £3S,,9) — 2r(T £ 354, 7)

- < 1. (5.1.32)
35:(22)z,

Nieréwnoé¢ ta powinna by¢ spelniona ze wzgledu na kazda zmienna lo-
sowg, od ktorej jest zalezna wielkoé¢ zlozona z. Jest to warunek konieczny,
lecz niewystarczajacy. Szczegdlnymi przypadkami funkcji z(z, za, . . ., z,),
kiedy powyzszy warunek jest niewystarczajacy, nie bedziemy sie zajmowali.
W przewazajacej czesci przypadkéw spotykanych w praktyce wystarczy je-
dynie postuzy¢ sie powyzszg nieréwnodcia. Nalezy zaznaczyé, ze wybdr gra-
nicy, ponizej ktérej moina przyjaé, ze lewa strona nieréwnosci (5.1.32) jest
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duzo mniejsza od jednoéci, jest w pewnym sensie ,,dowolny”. Zalezy on
od charakteru zaleznosci funkcyjnej z(z1, z2, . .., z,), wymagan stawianych
wynikom pomiaréw, oraz mozliwosci uzyskania jak najwiekszej ich precyzji.
W praktyce, w jednych przypadkach granica ta moze by¢ 0.01, w innych np.
0.001, a w jeszcze innych wystarczy tylko 0.1. Ta ,,dowolnoé¢” jest uspra-
- wiedliwiona tym, ze blgd pomiaru oszacowujemy, a nie ciéle obliczamy.

Korzystajac z warunku (5.1.32) zbadamy poprawno$é stosowania roz-
winiecia (3.3.3) i wzoréw otrzymanych przy jego uzyciu w przypadku wy-
nikéw pomiaréw podanych w przykladzie z rozdziatu 3.4. W przykladzie
tym wyznaczaliémy przySpieszenie ziemskie g przy uzyciu wahadla ma-
tematycznego i dokonalidmy obliczenia wielkosci statystycznych charakte-
ryzujacych bledy przypadkowe. Przyépieszenie ziemskie g = 4nl/T? jest
wiec liniowa funkcja dlugosci wahadtla I. Wobec tego rozwiniecie (3.3.3) dla
zmiennej losowej ! jest zawsze dokladne i nalezy jedynie stwierdzié, czy
warunek (5.1.32) jest spelniony dla zmiennej losowej T' — okresu wahadla.
Musimy zbadaé, czy jest on spelniony w punktach koficowych przedziatu
[T — 3St,T.+ 3S1]. W rozpatrywanym przypadku nieréwnoéé¢ (5.1.32) ma
postac:

4n2l . 4r?] 4r?l 4 _ —
(T+357)° (72 7 65r) B T AR
_ %’jﬁST 6ST (T +3S1)?2 657 )

Podstawiajac do lewej strony tej nieréwnosci T i St obliczone w rozdziale
3.4, a mianowicie T = 2.007 s i ST = 0.0149 s, otrzymujemy, Ze jest ona
rowna:

— dla punktu koncowego przedzialu T — 357 0.034;
— dla punktu konicowego przedziatu T + 357 0.032.

Wykonujac analogiczne obliczenia dla zmiennej losowej [ otrzymujemy po
lewej stronie nieréwnosci zero. Widaé stad, ze warunek (5.1.32) jest spet-
niony i mozemy w tym przypadku stosowaé rozwiniecie (3.3.3).

Ponizej wykazemy, Ze jezeli pomiary niezaleznych wielkosct fizycznych x
i y podlegajq rozktadowi normalnemu oraz jezeli rozwiniecie (5.1.81) wiel-
kosci ztozonej z(z,y) jest dobrym przyblizeniem, to wyznaczona wielkosé z
podlega rowniez rozktadowi normalnemu w otoczeniu punktu (zo, yo). Niech
btedy bezwzgledne wielkosci z, y i 2z beda odpowiednio réwne §, = z — 2,
Sy =y =1yoid, =2z~ z. Korzystajac ze wzoru (5.1.31) znajdujemy

5, = (%)zongﬁ (g—;)xo’yfy.ﬁ (5.1.33)



106 | 5. Rozktad Gaussa i jego zastosowania

Poniewas kazda ze zmiennych losowych 8, i 0, podlega rozktadowi nor-

malnemu (por. rozdzial 5.1.1) o wariancji odpowiednio réwnej o2 i o2 oraz

pochodne (0z/0%)z,y, 1 (02/0Y)zy, sa wielkoSciami staltymi, to z twier-
dzenia 4 w Dodatku G wynika, ze kazda ze zmiennych pomocniczych

~ 0
b = (5)unle

5, = (Z_;)zo,yfy , (5.1.34)

ma rozklad normalny o wariancji odpowiednio réwnej

0z\2

7= (Ga)mat?
5 = (g—;);yoaj. (5.1.35)

Ze wzoréw (5.1.33) i (5.1.34) otrzymujemy:
6, = bs+8,. (5.1.36)

Wobec tego, zgodnie z twierdzeniem 1 w Dodatku G, rozktad zmiennej lo-
sowej 0, (a tym samym i 2) bedzie splotem rozkladéw zmiennych losowych
bz 1 5 Poniewaz rozktady zmiennych losowych &, i 5 s3 normalne, a wiec
zgodnle z twierdzeniem 2 w Dodatku G, rozklad zmiennej losowej &, bedzie
rozkladem normalnym o wariancji

2
4

ol = 524752, (5.1.37)

Podstawiajac (5.1.34) do (5.1.37) otrzymujemy

d i
= (G a+ ()

Zgodnie z tym, co powiedziano w rozdziale 5.1.3, gdy postugujemy sie funk-
cja rozkladu normalnego, nieznane wartosci 20 = 2(zo,y0) i 02 musimy
zastqpic przez ich najlepsze przyblizenia, tj. z i S2, ktére w przypadku r
niezaleznych zmiennych losowych jest dane wzorem (3.4.8). Oczywidcie jesli
rozwiniecie (5.1.31) jest dobrym przyblizeniem, to 2 = 2(%,§) (por. roz-
dziat 3.3).

Jak mozna pokazal na podstawie twierdzenn podanych w Dodatku G,
funkcja rozktadu prawdopodobieﬁstwa wartoéci Z = z(Z, §) bedzie rozkla-
dem normalnym z wariancja o2, ktéra w obliczeniach nalezy zastapi¢ jej
najlepszym przyblizeniem S2, danym wzorem (3.4.17). Otrzymane wyniki
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sy stuszne dla r niezaleznych zmiennych losowych T1,%3,...,%, pod wa-
runkiem, ze kazda z nich ma rozklad normalny oraz, ze rozwiniecie (5.1.31)
jest dobrym przybliZzeniem.

Nalezy jeszcze raz podkredli¢, ze funkcja rozkladu prawdopodobien-
stwa wielkoéci zlozonej z(z1, z2,. .., z,) jest rozkladem normalnym
w otoczeniu punktu (zo1, Zo2, . . -, Zo,), jeéli niezalezne zmienne lo-
sowe majg rozklad normalny oraz rozwiniecie (5.1.31) jest do-
brym przyblizeniem. Jak latwo pokaza¢ wariancja rozkladu o? jest dana
wzorem:

o} = Xr:(%‘%)z o2 . (5.1.38)

i=1 Z0,1,29,25-+9%0,r

‘Na zakoficzenie zajmiemy si¢ przypadkiem, gdy jedno lub wiecej z za-
lozeh przyjetych na poczatku tego rozdzialu nie jest spelnione, a mimo
tego wielko$¢ zlozona z ma rozklad normaliny w calym zakresie zmian wiel-
koéci mierzonych bezposrednio. Oczywiscie w takim przypadku nie mozna
stosowaé otrzymanych powyzej wzoréw. Poniewaz wielkod¢ zlozona z ma
rozktad normalny, cale zagadnienie sprowadza si¢ do obliczania wielkoéci
z, S% oraz S2 przyblizajacych parametry tego rozkladu. Przyjmijmy dla
wiekszej przejrzystosci wzoréw, ze z = z(z,y), tzn. zalezy od dwdéch nie-
zaleznych wielkoéci mierzonych bezposérednio. Przyjmijmy réwniez, ze wiel-
koéé z zmierzyliémy N razy i otrzymaliémy zbiér wartosci z1, z2,...,2ZN,
a wielkoéé y zmierzyliSmy M razy i otrzymaliSmy wartoéci y1,y2,...,YM-
Woéwczas kazdej parze z;, yr odpowiada warto$¢ zix = 2(z;, yx), otrzymamy
wiec NM wartodci z;k. Ich $rednia arytmetyczna, zgodnie z tym co powie-
dziano w rozdziale 3.3 (wzér (3.3.2)) jest:

M Z Z Zik . (5-1.39)

1=1 k=1

Postepujac tak samo jak w przypadku wielkoéci mierzonej bezposrednio
(patrz rozdzial 3.2) latwo pokazac, ze

M
1
2
_ S (e — 14
S; NM“l,»Ezlk:l(Zk z)? (5.1.40)
oraz (patrz rozdziat 3.4):
S

S = . (5.1.41)

Jak widaé z wyzej przedstawionych wywodéw, w przypadku gdy wielkosé
zlozona z ma rozklad normalny N(zg,0,) w calym zakresie zmian wielkodci
mierzonych bezpo$rednio, to aby obliczy¢ jego parametry nalezy postepo-
waé tak samo jak w przypadku wielkosci mierzonej bezposrednio.
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5.2. Rozklad normalny standaryzowany i jego
zastosowanie do oceny bledu pomiaru

5.2.1. Standaryzacja rozkladu normalnego

Dystrybuanta rozkladu normalnego (5.1.13) nie wyraza si¢ przez funkcje
elementarne, tzn. calki tej nie mozemy obliczy¢ analitycznie. Mozemy na-
tomiast obliczy¢ jej warto$¢ numerycznie. Wyrazenie podcaltkowe, tj. funk-
cja rozktadu normalnego N (zo, o), ma jednak niedogodnoéé polegajaca na
tym, ze gdy wartosc rzeczywista zo przyblizymy przez Srednia arytmetyczna
Z, a wariancje o2 przez S2, to parametry rozkladu beda funkcjami warto-
éci zmiennej losowej. Dlatego tez gdybyémy chcieli stosowaé dystrybuante
(5.1.13) do oceny bledu pomiaru, to musielibyémy kazdorazowo obliczad
te catke. Aby uniknaé koniecznosci kazdorazowego obliczania catki (5.1.13)
wprowadzmy nowa bezwymiarowq zmienng

_ ZT; — Ig
Ui = (5.2.1)

Zmienna ta jest funkcja zmiennej losowej i z tego powodu sama jest
zmienng losowa. Nosi ona nazwe zmiennej losowej standaryzowanej,
poniewaz wyraza roéznice z; — o w standardowych jednostkach, a mianowi-
cie w jednostkach o. Jednostki te sa wiec identyczne dla dowolnych zmien-
nych losowych podlegajacych rozkladowi Gaussa. Jak wynika ze wzoru
(5.2.1), zmienna losowa standaryzowana przyjmuje zaréwno wartoéci do-
datnie, jak i ujemne; jest zawarta w przedziale (—oo, 400).

Prawdopodobieiistwo dP(z) tego, ze wynik pomiaru jest zawarty miedzy
z a z+dz jest dP(z) = ¢(z)dz (por. rozdzial 5.1.2), za$ prawdopodobien-
stwo dP(u), Ze zmienna losowa standaryzowana przyjmie warto$¢ zawarta
miedzy u a u + du jest dP(u) = o, (u)du. Funkcja ¢, (u) jest funkcja roz-
ktadu prawdopodobiefistwa zmiennej losowe]j standaryzowanej. Poniewaz
zmienna losowa standaryzowana u jest zwiazana ze zmienna losows = za-
leznoécia (5.2.1), dP(z) = dP(u), a wiec ’

dP(u) = ¢(z)dz .. (5.2.2)
Réznice z — zo znajdujemy ze wzoru (5.2.1); wynosi ona
T—29 = Ou. (5.2.3)
Rézniczkujac (5.2.3) znajdujemy

dz = odu. (5.2.4)
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Podstawiajac (5.2.3) i (5.2.4) do (5.2.2), otrzymujemy

dP(u) = @(ou)odu = @y (u)du,

'

czyli

pu(u) = p(ou)o.
Poniewaz o(z) dane jest wzorem (5.1.12), to funkcja rozkladu prawdopo-
dobiefistwa zmiennej losowej standaryzowanej przyjmuje postac

[N

-7, (5.2.5)

1
oulu) = Wor

Rozklad ten nazywamy rozkladem normalnym standaryzowanym.
Obliczmy teraz érednia &g i wariancje o2 rozkladu (5.2.5). Zgodnie ze wzo-
rem (4.2.11) .

o0 - L
iRp = /ucpu(u)du = — / e~ 7 du.
2 | \/27r_oo

Wystepujaca tu catka jest réwna zero (patrz Dodatek F), a wigc
ap = 0. (5.2.6)

Wariancja o2, zgodnie ze wzorem (4.2.12), wynosi

+oo
ot = [ (- euwdn,
ale up = 0,‘a wiec:
+co 1 +o0 )
o? = /u2gou(u)du = o / ule” T du. (5.2.7)

Calka we wzorze (5.2.7) wynosi v/2m (patrz Dodatek F), wobec tego
o2 = 1. (5.2.8)

Poniewaz @g = 0 i 02 = 1, funkcje rozkladu zmiennej losowej standaryzo-
wanej oznaczamy jako N (0, 1).

Ze wrzoréw (5.2.5), (5.2.6) 1 (5.2.8) wynika, Ze niezaleznie od rozrzutu
wynikéw pomiaréw: ‘
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— szerokoé¢ rozkladu jest stala,
1

- wartoé¢ funkcji rozktadu w maksimum ¢, (0} = ors
Dotychczas omawialiSmy zmienna losowa standaryzowana i jej rozklad dla
pojedynczych pomiaréw podlegajacych rozkltadowi normalnemu N (zo,0).
Podobnie jak dla pojedynczych pomiaréw mozna zdefiniowaé zmienna lo-
sowa standaryzowang dla $redniej arytmetycznej, a mianowicie

u = 2= (5.2.9)

Oz

W rozdziale 5.1.4 pokazaliémy, ze funkcja rozkladu &redniej arytmetycz-
nej, gdy pomiary podlegaja rozkladowi normalnemu N{(zo,0), jest rozkta-
dem normalnym N (zo,0z). Z tego wynika, Ze zmienna u dana wyrazeniem
(5.2.9) ma funkcje rozkladu dana wzorem (5.2.5); dowdd pozostawiamy
czytelnikowi.

Pozostato nam jeszcze do oméwienia zagadnienie pomiaréw posrednich.
Przyjmijmy dla, wickszej przejrzystoéci obliczeri, Zze wielkosé¢ zlozona z jest
funkcja dwdch niezaleznych wielkosci z i y mierzonych bezposrednio, tzn.
z = z(z,y). Jezeli wielko$¢ zloZona z = z(z,y) ma rozklad normalny, lub
gdy sa spetnione warunki podane w rozdziale 5.1.6, to zmienna standary-
zowana u mozemy zdefiniowac analogicznie do (5.2.1) jako

_ (=, y) — z(z0, %) . (5.2.10)

- 3

. Oz

a zmienna standaryzowana dla wartosci sredniej Z analogicznie do (5.2.9):

Z = z(e0,30) (5.2.11)
i 2.

U =

Funkcja rozktadu bedzie wtedy identyczna z dang wzorem (5.2.5).

Funkcja rozkltadu normalnego standaryzowanego ma charakter uniwer-
salny, poniewaz nie zalezy od zmiennej losowej i jej odchylenia standardo-
wego oraz moze by¢ stosowana do pomiaréw bezpoSrednich i posrednich
wtedy, gdy podlegaja one rozkladowi normalnemu.

Ze wzgledu na swoje wlasnosci funkcja rozktadu ¢, (u) jest stabelaryzo-
wana. Tablice tej funkcji podano w Dodatku H, za$ na rysunku 5.5 przed-
stawiono jej wykres.

Czasami bywa uzywana inna postaé funkcji rozkladu normalnego stan-
daryzowanego, a mianowicie:

1
@s(s) = ﬁe

—s?

(5.2.12)
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0.00 — i | T |

Rys. 5.5: Funkcja rozkladu normalnego standaryzowanego

Dlatego korzystajac z tablic funkcji rozkladu normalnego standaryzowa-
nego musimy zawsze sprawdzié¢ czy stabelaryzowana jest funkcja (5.2.5),
czy (5.2.12).

5.2.2. Dystrybuanta rozkladu normalnego standaryzo-
wanego i jej zastosowania

Zgodnie ze wzorem (4.2.7) dystrybuanta ®,(a) rozkladu normalnego
standaryzowanego wyraza si¢ nastepujaco:

0. (a)

0) = —\/12=7r / 5 (5.2.13)

Calka (5.2.13) nie wyraza si¢ przez funkcje elementarne, wartosci jej mo-
zemy jedynie obliczy¢ numerycznie i z tego powodu zostala ona stabelary-
zowana. Tablice wartosci funkcji ®,(a) podano w Dodatku H.

Prawdopodobienstwo tego, ze zmienna losowa standaryzowana u bq—
dzie zawarta w przedziale [a, b] wynosi

Pua<u<b) = @) - ®y(a) = Dyu(a,b). (5.2.14)
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Korzystajac z wlasnoéci catek oznaczonych i wzoru (5.2.13) otrzymujemy:

b
u?
Pla<u<b) = ®,(a,b) = \/%/e"Tdu. (5.2.15)
T

Tak wiec prawdopodobienistwo, 7e warto$¢ zmiennej standaryzowanej u
spelnia nieréwnos¢
a < u<b, (5.2.16)

wynosi Py(a < u < b). Wzory (5.2.13) — (5.2.16) sa catkowicie ogdlne i
maja rozne zastosowania, zalezne od tego, czy zmienna standaryzowana u
jest zdefiniowana wzorem (5.2.1) lub (5.2.10), czy tez wzorem (5.2.9) lub
(5.2.11). Rozwazania ograniczymy do przypadku dla nas najwazniejszego,
tj. do zagadnien zwigzanych z oszacowaniem bledu pomiaru. Funkcja roz-
ktadu prawdopodobiefistwa ¢, (u) jak i ¢(z) oraz ¢(6) sa funkcjami syme-
trycznymi. Oznacza to, ze pu(—u) = @.(u) czy tez o(—08) = ¢(8), inaczej
moéwiac oznacza to, ze jednakowo prawdopodobne jest wystapienie bledu
+4 i —4. Z tego powodu, przy ocenie btedu pomiaru najczesciej poszuku-
jemy prawdopodobienstwa, Ze |u| rézni si¢ od zera co najwyzej o a, czyli ze
spelniona jest nieréwnosé:

-a < u<a. (5.2.17)

Wobec tego caltka (5.2.15) przyjmie postaé:
P, —\ = L [ -4 d 5.2
wl—a<u<a /e_T % . .2.18
(ra<u<a) o / ( )

Poniewaz funkcja podéa}kowa jest symetryczna, to

®,(-a,a) = Py(—a<u<a) = \/g/e"”i'du. (5.2.19)
0

Tablica tej calki zostala podana w Dodatku H (tablica III). Bardzo czesto
jest uZywana inna postaé funkcji (5.2.19), ktéra nazywamy funkcja bledu
badz normalng calka bledu i oznaczamy erf (). Jest ona réwna:

erf (t) = %/e‘s2ds. (5.2.20) |

Funkcje erf (¢) otrzymujemy z funkcji (5.2.19) przez podstawienie s = u//2,
za$ t = a//2. Z tego powodu zawsze, gdy korzystamy z tablic funkcji btedu
musimy sprawdzi¢, czy stablicowana jest funkcja (5.2.19), czy (5.2.20).
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Podstawiajac do (5.2.17) u dane wzorem (5.2.9) lub (5.2.11) znajdujemy,
ze % _

—a < < a. (5.2.21)

Oz

Rozwiazujac powyzsza nieréwnos¢ otrzymujemy:
T—aoz < 79 < Z+aoz. . (5.2.22)

Zgodnie z tym co powiedziano w rozdziale 5.1.3, w nieréwnoéci (5.2.22)
nieznana warto$¢ oz musimy przyblizy¢ przez Sz; wéwczas nieréwnosc ta
przyjmie postal: ‘

T—aS; < 29 < T+ aS;. (5.2.23)

Z nieréwnosci tej, i z. tego co powiedziano wyzej, wynika, Ze wartos¢
rzeczywista zo mierzonej wielkodci fizycznej jest zawarta w przedziale
[z — aSz,Z + aSz] z prawdopodobieristwem ®,(—a,a). Jezeli a = 3, to,
jak wynika z tablicy I1I w Dodatku H, ®,(—3, 3) = 0.9973, co oznacza, 7e
warto$é rzeczywista xo jest zawarta w przedziale [T — 3Sz, T+ 35z] z praw-
dopodobiefistwem 0.9973. Z tego powodu mozna przyjaé, ze wielko$¢ 35z
jest bledem maksymalnym $redniej arytmetycznej, spowodowanym
bledami przypadkowymi. Nie wyklucza to jednak mozliwosci, iz moze sie
zdarzy¢, ze blad bedzie wiekszy niz 35Sz, ale prawdopodobienistwo otrzyma-
nia takiego wyniku wynosi mniej niz 0.003.

W ten sposéb, w przypadku gdy wyniki pomiaréw bezposrednich pod-
legaja rozkladowi normalnemu i liczba pomiaréw jest duza, otrzymaliSmy
odpowiedz na pytanie postawione w rozdziale 1.1 o cel teorii bledéw. We
wzorze (5.2.22) £ odpowiada T we wzorze (1.1.4), za§ aSz odpowiada A we
wzorze (1.1.4). ‘

Przedzial okreslony nieréwnoscia (5.2.23) nazywamy przedzialem uf-
noéci, a prawdopodobiefistwo P,(—a < u < @) = @, ze spelniona jest
nieréwnosé¢ (5.2.23) poziomem lub wspélezynnikiem ufnosci.

Nalezy zaznaczy¢, ze z symetrii rozktadu Gaussa wynika, iZ wybér sy-
mefrycznego przedziatlu ufnosci zapewnia przy danym poziomie ufnosci naj-
mniejszq jego szerokosé. Moga by¢ réwniez sytuacje, kiedy zachodzi ko-
nieczno$¢ postugiwania si¢ niesymetrycznym przedzialem ufnosci (okreslo-
nym nieréwnodcia (5.2.16)), nie bedziemy ich jednak analizowali.

Wielko$é 1— o nazywamy poziomem lub wspélezynnikiem istotno-

- éci. Wspdlczynnik istotnodci jest prawdopodobienistwem tego, ze wartosc
rzeczywista znajduje sie poza przedzialem ufnosci. W niektérych podrecz-
nikach (patrz np. [13]) poziom ufnoéci jest oznaczany przez 1 — o, a wspél-
czynnik istotnoéci przez «. Dlatego korzystajac z tablic funkcji ®,(—a, a)
lub erf (¢) nalezy zawsze zwracaé uwage na to, jak oznaczony jest poziom
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(pu—

Rys. 5.6: Funkcja rozkladu ¢, (u). Zakreskowana powierzchma jest réwna poziomowi
ufnoéci a dla przedzialu z & aSz

ufnoéci, tzn. czy przez «, czy przez 1 — , oraz ktéra z tych wielkodci jest
stablicowana.

Na rysunku 5.6 przedstawiono wykres funkcji ¢, (u). Zakreskowana
cze$¢ powierzchni pod krzywa, miedzy v = —a i v = +a, jest réwna
®,(—a,a) = a. Kazda z czeici niezakreskowanych jest réwna (1 — o),
tj. polowie wspdlezynnika istotnosci.

W celu znalezienia przedzialu i poziomu ufnosci mozemy postepowad
dwojako:

~ ustalamy granice przedziatu ufnosci, tzn. wspotczynnik a i nastepnie
z tablic dystrybuanty ®,(a) lub funkcji (5.2.18) czy (5.2.19) odczy-
tujemy poziom ufnoéci ¢, '

~ ustalamy poziom ufnodct o i z tablic funkcji (5.2.18) lub (5.2.19) znaj-
dujemy wspélczynnik a, ktéry nastepnie wstawiamy do nieréwnosci
(5.2.23).

Przyklady :
1) Pomiary czaséw wyplywu przedstawione w tabeli 4.2 daja t = 17.6153 s,
S; = 0.2280 s, S; = 0.02403 s. Przyjmijmy, ze a = 1.6, czyli ze aS; =
0.0384 s. Bedziemy wiec poszukiwaé prawdopodobiefistwa, ze wartosé rze-
czywista spelnia nieréwnoéé (17.6153—0.0384) s < to < (17.6153+0.0384) s
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lub 17.5769 s < tp < 17.6537 s. Zgodnie z tym co powiedziano w rozdziale
1.1.4 wynik ten zapiszemy: ¢ = (17.62 £+ 0.04) s lub t = 17.62(4) s

Obliczymy teraz poziom ufnosci. Korzystajac z tablicy I w Dodatku H
otrzymujemy

= P, (-16<u<16) = &,1.6)—®,(-1.6)
0.94520 — 0.05480 = 0.8904,
lub korzystajac z tablicy III w Dodatku H otrzymamy
a = P,(-1.6<u<16) = 9,(-1.6,1.6) = 0.8904,

czyli ze t = (17.62 4 0.04) s z prawdopodobiefistwem 0.89.

7 dotychczasowych rozwazan wynika, ze publikujac wyniki wystarczy
podaé T i Sz stosujac zasady przedstawiania wynikéw pomiaréw omoéwione
w rozdziale 1.1.4, jednak obowigzkiem autora jest wyrazne zaznaczenie, Ze
podano Sz. Na przyktad wynik pomiaru czasu wyplywu mozemy zapisac:
t = 17.615(24) s z uwaga: w nawiasie podano odchylenie standardowe $red-
niej. Takie postepowanie jest uzasadnione tym, ze kto$, kto chce uzy¢ ten
wynik, moze znalezé przedzial i poziom ufnosci w miare swoich potrzeb,
za$ Sz jako granica przedziatu ufnosci odpowiada poziomowi ufnoéci 0.68.
2) Przyklad zastosowania rozkladu normalnego standaryzowanego do in-
nych zagadnief niz ocena bledu pomiaru [13]. Wzrost osobnikéw jednej
plci pewnej grupy ludzi ma rozklad normalny. Chcemy znalezé prawdopo-
dobiefistwo P,(a < u < b) tego, ze przypadkowo wybrany osobnik z tej
grupy bedzie mial wzrost miedzy 190 i 200 cm, gdy $redni wzrost calej
grupy # = 172 cm, a odchylenie standardowe S; = 6 cm. W tym celu
korzystamy ze wzoru (5.2.14), tj. Py(a < u < b) = ®,(b) — ®,(a). Gra-
nice catkowania a i b, ktére sa wartoéciami zmiennej standaryzowanej u dla
z = 190 i 200 cm, obliczamy je ze wzoru (5.2.1) zastepujac w nim ¢ i o ich
najlepszymi przyblizeniami, tj. Z i S, (patrz rozdziat 5.1.3). Otrzymamy:

. — 190 — 172 —~ 3.00, b — 200 — 172 — 467
6 6

7 tabeli dystrybuanty rozkladu normalnego standaryzowanego, zamieszczo-
nej w Dodatku H, znajdujemy ®,(4.67) = 0.99997 i ®,(3.00) = 0.99865, a
wiec P,(3.00 < u < 4.67) = 0.00132. Oznacza to, Ze érednio wéréd 10000
osobnikéw z tej grupy 13 bedzie mialo wzrost w granicach 190-200 cm.
W ten sam spos6b mozna obliczyé prawdopodobieiistwo tego, zZe przypad-
kowo wybrany osobnik z tej grupy bedzie mial wzrost miedzy 180 i 190
cm. Wynosi ono Py(a < u < b) = 0.99865 — 0.9071 = 0.0916, co oznacza,
ze $rednio wérdd 10000 osobnikéw z tej grupy 916 bedzie miato wzrost w
granicach 180 — 190 cm. Sprawdzenie poprawnosci obliczefi pozostawiamy
czytelnikom. Nalezy zwrdci¢ uwage na praktyczne znaczenie takich badan
dla przemyshu, np. odziezowego.
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5.2.3. Ocena poziomu i przedzialu ufnoéci w przypadku po-
miaréw posrednich

Rozwazania przedstawione w rozdziale 5.2.2 w pelni stosuja si¢ do oceny
poziomu i przedzialu ufnosSci w przypadku pomiaréw bezposrednich, gdy
wielkoSci mierzone maja rozklad normalny i liczba pomiaréw jest duza.
Dystrybuante rozkladu normalnego standaryzowanego mozna réwniez, w
pewnych przypadkach, stosowaé do oceny poziomu i przedziatu ufnosci wiel-
kosci zlozonej. Zagadnienie to jest jednak w przypadku pomiaréw posred-
nich bardziej skomplikowane, poniewaz rozklad wielkosci zlozonej na ogét
nie jest rozkladem normalnym w calym zakresie zmian wielkosci mierzo-
nych bezposrednio, nawet wtedy, gdy te ostatnie maja rozktad normalny.
Dlatego bedziemy je omawiali wraz z uwagami dotyczacymi wyznaczania
wielkosci zlozonej zwiazanymi ze sposobami przeprowadzenia samego po-
miaru i opracowania wynikéw. Zajmiemy si¢ wigec, w pierwszej kolejnosci,
wyznaczaniem wielkosci zloZonej, gdy wielkosci mierzone bezposrednio
sa niezalezne. Nastepnie przejdziemy do przypadku, gdy wielkosci mierzone
bezposrednio sa zalezne.

Zanim przejdziemy do omowienia przypadkéw, gdy oceny poziomu
i przedzialu ufnosci wielkosci zlozonej mozemy dokonaé przy uzyciu dystry-
buanty rozkladu normalnego standaryzowanego, przypomnimy, kiedy wiel-
kosci mierzone bezposrednio sa niezaleine, a kiedy te same wielkosci nalezy
uwazac za zalezne. Zrobimy to na przykladzie wyznaczania przyspieszenia
ziemskiego g przy uzyciu wahadla matematycznego. Okres drgan wahadla
matematycznego T = 2m+/l/g (I — dlugosé wahadla), czyli g = 47%1/T2.
Jest to przyklad, gdy wielko$é zlozona jest zalezna od dwdch wielkosci mie-
rzonych bezposrednio, co mozemy zapisa¢ g = g(I,T). Pomiar przyspiesze-
nia ziemskiego g przy uzyciu wahadla matematycznego mozemy wykonaé
dwojako. ;

i) Ustalamy dlugosé¢ wahadla I. Wykonujemy N pomiaréw dlugosci [ i
M pomiaréw okresu T. W tak przeprowadzonych pomiarach wynik
pomiaru dlugosci wahadla I nie ma wplywu na wynik pomiaru okresu
drgan wahadla T'. Oznacza to, Ze blad pomiaru dlugosci [ nie wpltywa
na blad pomiaru okresu 7. Takie pomiary sa niezalezne od siebie.

ii) Dla okreslonej dlugosci wahadla ! wykonujemy jej pomiar (raz lub
wiegcej) i pomiar okresu drgai T (raz lub wiecej). Nastepnie zmie-
niamy dlugo$¢ wahadla [ i ponownie mierzymy jego dlugosc¢ [ i okres
T. Powtarzamy to N razy. W wyniku takiego postepowania otrzy-
mujemy N par ([;,T;) (i = 1,2,...,N). Znaleslismy wiec zaleznos¢
T(1), na podstawie ktérej mozemy wyznaczy¢ przyspieszenie ziemskie
g. W tym przypadku nie mozemy moéwic, ze pomiary wielkosci [ i T
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sa niezalezne. W tak przeprowadzonym dodwiadczeniu s3 one bowiem
zalezne.

Jak wida¢ z tego przykladu zagadnienie czy pomiary wielkoSci mierzo-
nych bezposrednio sa zalezne, czy tez nie, w pewnych przypadkach moze
zaleze¢ od sposobu przeprowadzenia pomiaru, musi wigc by¢ uwzglednione
przy opracowaniu wynikow oraz ocenie poziomu i przedzialu ufnosci wiel-
koéci ztozonej. )

Przejdziemy teraz do oméwienia oceny poziomu i przedzialu ufnosci
wielkosci zlozonej. Dla przejrzystoici przyjmijmy, ze wielkosé zlozona
z = z(z,y), tzn. jest funkcja dwéch wielkoSci mierzonych bezposrednio.
W pierwszej kolejnosci oméwimy ocene¢ poziomu i przedzialu ufnosci, gdy
wielkodci z i y sa niezaleine, rozpatrzymy tu trzy przypadki. Nastepnie
zajmiemy si¢ oceny poziomu i przedzialu ufnosci, gdy wielkosci z i y s3

zalezne.

1. Pomziary niezalezne

Przyjmijmy, ze wielkos¢ fizyczna z zmierzyliSmy N razy i otrzymaliSmy
zbiér wartosci 1, z2,...,ZN, a w wyniku M-krotnego pomiaru wielkosci y
otrzymaliSmy zbior wartosdci ¥y, ¥2,- - -, YMm- '

A) Kazda z wielkosci z oraz y mierzonych bezposrednio ma rozktad nor-
malny i mozna stosowaé rozwinigcie (5.1.31).

Wtedy, zgodnie z tym co powiedziano w rozdziale 3.4, $rednia arytmetyczna

wielkosci zlozonej Z = 2(Z, ), zas S2, dane wzorem (3.4.8), mozna zapisaé

w postaci; |
32 2 az 2 . .
2 _ (92 9 9z .
S; = ((’)z)f,;-gz + (ay),—,'gy : (5.2.24)
Analogicznie S2 dane wzorem (3.4.17) mozemy wyrazié¢ jako:
aZ 2 62 2
2 _ (9% 2 9z 2
SE - (az)f,fz + (3y)5,;7gy . (5.2.25)

Jak wynika z rozdzialu 5.1.6, w rozpatrywanym przypadku w otoczeniu
punktu (zo, yo), rozklad wielkosci zlozonej z = z(z, y) jest normalny. Wobec
tego zmienna standaryzowana u dana wzorem (5.2.10) przyjmie postacé:

_ 2(®i, yr) — 2(20, 0) (5.2.26)
o, ) ’ o

a zmienna standaryzowana dla wartodci $redniej, dana wzorem (5.2.11),
bedzie:

_ z(%,y) — z(zo, Yo) )

(5.2.27)
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Majac dane z(Z,y) oraz oz mozemy przystapi¢ do oceny poziomu i prze-
dzialu ufnoéci. Oceng te przeprowadzamy dalej tak samo jak w przypadku
wielkodci mierzonej bezposrednio (por. rozdzial 5.2.2). Oczywiscie w obli-
czeniach wartosci o, i 0z musimy zastapi¢ przez ich najlepsze przyblizenia,
tj. S, oraz S;.

B) Nie mozemy stosowaé rozwiniecia (5.1.31), ale wielko$é ztozona z ma
rozktad normalny.

W tym " przypadku dla kaidej pary zmierzonych wartosci (z;,yx)

(t=12,...,N, k = 1,2,...,M) wyznaczamy wartoéci z; = 2(z;, y)-

Wartos¢ Sredniej arytmetycznej Z i odchylenia standardowego serii S, obli-

czamy ze wzoréw (5.1.39) 1 (5.1.40), natomiast na mocy (5.1.41) odchylenie

standardowe $redniej serii S; wyrazZa si¢ nastepujaco:

Sg \[mzz sz (5228)

Poniewaz wielkoé¢ zlozona z(z,y) ma rozklad normalny, to zmienna stan-
daryzowana u dla wielkoéci z bedzie dana wzorem (5.2.26), a zmienna stan-
daryzowana dla Sredniej arytmetycznej przyjmie postaé:
zZ—z
u = 2, - (5.2.29)

Oz

gdzie Z dane jest wzorem (5.1.39), a 2z jest wartodcig rzeczywista wielko-
Sci ztozonej z. W obliczeniach o; zastgpujemy przez najlepsze przyblizenie,
tj. Sz (wzdr (5.2.28)). Majac zmienna standaryzowana u (wzdr (5.2.29)),
oceny poziomu i przedzialu ufnoSci dokonujemy tak, jak dla wielkoéci mie-
rzonej bezposrednio. Nalezy zaznaczy¢, ze $rednie arytmetyczne wielkodci
zlozonej, dane wzorami (3.3.2) i (3.3.5), sa liczone w r6zny sposéb. W konse-
kwencji odchylenia standardowe serii S, i éredniej serii Sz obliczone ze wzo-
réw (3.4.16) i (5.1.41) nie s sobie réwne. Podkredlmy, ze jezeli nie mozna
stosowaé rozwiniecia (5.1.31), to musimy stwierdzi¢, czy wielkoé¢ ztozona z
ma rozklad normalny. O tym, czy dana wielkoéé fizyczna ma rozklad nor-
malny, mozna sie przekonal stosujac odpowiednie testy, nie omdéwione w
tym opracowaniu (patrz np. [4, 13]).

C) Nie mozemy stosowaé rozwiniecia (5.1.31) i rozktad wielkosci ztozonej
jest inny niz rozktad normalny. ’

W takim przypadku dla wszystkich par wynikéw pomiaréw (z;,yx)

(t=1,2,...,N, k = 1,2,...,M) wyznaczamy wartosci zix = 2(z;, yx)-

Nastepnie ze wzoru (5.1.39) obliczamy Ssrednig arytmetyczng. Dystrybu-

ante rozkladu normalnego standaryzowanego moZemy w tym przypadku
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stosowaé do oceny poziomu i przedziatu ufnoéci Sredniej arytmetycznej se-
rii pomiaréw poérednich, jesli sa spelnione warunki, przy ktérych mozna
stosowal centralne twierdzenie graniczne podane w rozdziale 5.3. Oceneg
przeprowadzamy tak jak dla wielkosci mierzonej bezposrednio.

2. Pomiary zalezne
Przyjmijmy, ze dla N réinych zmierzonych wartoéci z; (¢ = 1,2,..., N)
wykonali$émy pomiary odpowiadajacych im wartosci y;. W rezultacie otrzy-
maliémy N par wynikéw (z;, y;).
A) Rozklad kazdej z wielkosci mierzonych bezposrednio jest normalny.
Jezeli wyrazenie z = z(z,y) mozemy przeksztalci¢ tak, Ze znajdziemy za-
leznoéé funkcyjna y = f(z,2) (lub z = g¢(y, 2)), to do otrzymanych wy-
nikéw pomiaréw wielkoéci z oraz y dopasowujemy te zaleznod¢ metoda
najmniejszych kwadratéw przedstawiona w rozdziale 3.5 (patrz takze roz-
dzial 5.4). Z wyznaczonych w ten sposéb wspéiczynnikéw i ich odchylen
standardowych znajdujemy najlepsze przyblizenie z (warto$¢ z) oraz SZ.
Jeéli pozwalaja na to wlasnosci dopasowywanej funkcji, to do oceny po-
ziomu i przedzialu ufnosci wyznaczonej wielkosci z mozna uzy¢ dystrybu-
anty rozktadu normalnego standaryzowanego. W tym przypadku zmienna
standaryzowana u jest dana wzorem:

z— 20

U = . (5.2.30)

0z

Oceny poziomu oraz przedzialﬁ ufnosci dokonujemy jak dla wielkosci mie-
rzonej bezposrednio, zastepujac o; przez najlepsze przyblizenie, tj. S;.

B) Nie stosujemy metody najmniejszych kwadratow, rozktad wielkosci zto-
zonej jest normalny.

Jezeli z jakichkolwiek powodéw nie stosujemy metody najmniejszych kwa-

dratéw, wéwczas dla kazdej pary (z;,4) (4 = 1,2,...,N) wyznaczamy

z; = z(z;,vy;). Nastepnie znajdujemy $rednig arytmetyczna

1 N
Z = NEZi (5.2.31)

i odchylenie standardowe $redniej serii Sz, ktdre, jak tatwo pokazaé, wynosi

1 N
Sz = \, m ;(Zi - 2)2 . (5232)

Jezeli wielkoéé¢ zlozona z ma rozklad normalny, wtedy dalej postepujemy
tak, jak podano w punkcie 1B.
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C) Nie stosujemy metody najmniejszych kwadratdw i rozktad wielkoéci zto-
Zonej nie jest rozkladem normalnym.

W tym przypadku, podobnie jak w poprzednim, dla kazdej pary (zi,y;)
(¢=1,2,...,N) wyznaczamy z; = z(z;,y;) i znajdujemy Srednig arytme-
tyczng (5.2.31). Jezeli sg spelnione warunki, przy ktérych mozna stosowaé
centralne twierdzenie graniczne, podane w rozdziale 5.3, to do oceny po-
ziomu i przedzialu ufnodci mozemy zastosowaé dystrybuante rozkladu nor-
malnego standaryzowanego. Ocene przeprowadzamy tak, jak dla wielkosci
mierzonej bezposrednio.

Przyklady

1) Wréémy teraz do przedstawionego w rozdziale 3.4 przyktadu z wyzna-
czaniem przy$pieszenia ziemskiego przy uzyciu wahadla matematycznego.
W przyktadzie tym dlugosé wahadta I byla stala. Wykonywalismy jedynie
Jjej pomiary i pomiary okresu drgafi wahadta T. W tym przypadku diugosé
wahadta [i jego okres T wystepuja jako wielkoéci niezalezne. Ocene poziomu
i przedzialu ufnoéci nalezy wiec przeprowadzi¢ tak jak podano w punkcie
1A. Otrzymali$my tam g = 980.22503 cm/s? i S; = 4.6690808 cm/s?.
Wiedzac teraz jak Sy jest zwigzane z bledem pomiaru i stosujac zasady
podane w rozdziale 1.1.4 wynik ten mozemy zapisat: g = 980(5) cm/s?
lub g = 980.2(4.7) cm/s%2. W nawiasie podano odchylenie standardowe
$redniej. Znajdziemy jeszcze poziom ufnosci dla przedzialu ufnosci np.
g + 1.855. Z tablicy IIl w Dodatku H znajdujemy o = 0.92814, czyli
971.82 cm/s < g < 988.63 cm/s z prawdopodoblenstwem a=0.92814.

2) W celu wyznaczenia przyspieszenia ziemskiego, za pomoca Wahadia ma-
tematycznego, wykonano pomiary zaleznosci okresu drgaii T od jego dtu-
gosci 1. Otrzymano nastgpujace wyniki

fem] | 50 | 99 | 151 | 202 | 248 | 301
T[s] | 141202244 | 284|318 3.46

Okres drgan wahadla matematycznego T = 2m+/I/g. Wyrazenie to mozna
przeksztalci¢ do postaci 472l = ¢gT?. Oznaczmy 472l = y oraz T? = z,
wtedy otrzymamy y = gz, czyli réwnanie prostej przechodzacej przez po-
czatek ukladu wspéirzednych. Stosujac regresje liniows przedstawiona w
rozdziale 3.5 otrzymujemy § = 984.3661 cm/s?> i S; = 6.3895 cm/s?, co
zapisujemy: g = 984.4(6.4) cm/s%. W nawiasie podano odchylenie standar-
dowe dopasowania metoda najmniejszych kwadratéw.

5.3. Centralne twierdzenie graniczne

Wykonujac wielokrotnie pomiary jakiej$ wielkosci fizycznej z, otrzymujemy
ciag jej wartosci z1,2g,...,2Zy,... W praktyce czesto sie zdarza, 7e o ich
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rozkladzie nie mamy zadnych informacji. Nawet jedli wykonamy duza liczbe
pomiaréw np. n = 100, to czesto na ich podstawie nie mozemy znalez¢ funk-
cji rozktadu. Nie znajac funkcji rozktadu nie jesteSmy w stanie dokonac
oceny poziomu i przedziatu ufnoéci éredniej rozktadu Zgr. Okazuje sie jed-
nak, 7ze w wielu przypadkach mozna dokonac tej oceny przy uzyciu rozkladu
normalnego standaryzowanego N(0,1). O tym kiedy takie postepowanie
jest mozliwe méwia tzw. centralne twierdzenia rachunku prawdopo-
dobiefistwa nazywane réwniez centralnymi twierdzeniami granicz-
nymi. Twierdzen tych nie bedziemy tu przytaczali, poniewaz wykracza-
foby to poza ramy tego opracowania. Zainteresowany czytelnik znajdzie je
podane w przystepny sposéb wraz z dowodami np. w [14, 15]. W opracowa-
niu tym ograniczymy sie jedynie do podania — w uproszczonej postaci —
twierdzenia najwazniejszego dla oceny poziomu i przedziatu ufnoéci, a mia-
nowicie centralnego twierdzenia granicznego Lindeberga-Levy’ego.

Zanim je podamy wprowadzimy wielkoéci, ktérymi bedziemy sie postu-
giwaé. Zaléimy, 7¢ w ustalonych warunkach wykonujemy seri¢ pomiaréw
jakiej$ wielkosci fizycznej z. Oznaczmy przez B(z) nieznany rozklad praw-
dopodobiefistwa mierzonej wielkosci fizycznej z. Rozklad ten jest oczywiscie
spowodowany wystepowaniem bledéw przypadkowych. Niech

= Y2 20) (5:3.0)
bedzie standaryzowanym odchyleniem Z,, = (z1+ 22+ ...+ )/ éredniej
arytmetycznej z n kolejnych pomiaréw od Zg éredniej rozktadu B(z), gdzie
o jest odchyleniem standardowym rozktadu B(z). Wariancja o2 rozkladu
B(z), zgodnie z (4.2.12), wyraza si¢ wzorem:

+00
o? = / (¢ — %r)?B(z)dz . (5.3.2)

—00

Oznaczmy funkcje rozkladu wielkosci y, przez A, (yn). Funkcja ta jest jed-
nak nieznana, poniewaz nieznana jest funkcja rozktadu B(z). Dystrybuante
U, (a) rozkltadu A, (y.), zgodnie ze wzorem (4.2.7), mozna zapisal W po-
staci: ‘

Un(a) = /An(yn)dyn- (5.3.3)

PrzejdZzmy teraz do podania (bez dowodu) centralnego twierdzenia gra-
nicznego Lindeberga-Levy’ego w uproszczonej postaci, przydatnej do oceny
poziomu i przedzialu ufnosci éredniej rozkladu zg.
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Niech zi,%9,...,%p,... stanowig ciqg zmierzonych wartosci wielkosci fi-
zycznej T, podlegajgcych rozktadowi B(z).

Twierdzenie Lindeberga-Levy’ego stanowi, ze cigg dystrybuant ¥, (a)
zmierza do dystrybuanty rozktadu normalnego standaryzowanego ®,(a),
tzn.

1.2

nll)rgo\l’ _hm /A yndyn:\/__/ ~3

pod warunkiem, ze rozktad B (z) ma skoriczong Srednig rozktadu T i skon-
czong rézng od zera wariancje o2.

Inaczej méwige: dystrybuanta rozkladu wielkosci y,, zmierza do dystry-
buanty rozkladu normalnego standaryzowanego, gdy liczba zmierzonych
wartoéci wielko$ci fizycznej z, uzytych do obliczenia éredniej arytmetycz-
nej, zmierza do nieskonczonosci. To oznacza réwniez, ze funkcja rozktadu
wielko$ci y, w granicy, gdy »n — oo zmierza do rozkladu normalnego stan-
daryzowanego N (0, 1), czyli

du = ®,(a) (5.3.4)

1 1,2
. 1 g
gD, Anlon) = JamemE

V2r

Stad wynika, ze dla dostatecznie duzych n funkcje rozkladu Sredniej aryt-

metyczne] %, mozemy przyblizyé rozkladegr%rmalnymxg éredniej Tp

i wariancji 02 = af [n{por[15] s. 146) S .

N,

o 70— 28)? \
!\\\ e(Z,) = Emexp [——2;—2———- . /(5.3.5)

Tak wiec, jesli sp\&@lone s3 wyze]j przedstawione warunkiy 6, pomimo ze o
rozktadzie wielko$ci ﬁzyezn 1e] z nie mozemy-nic pow1ed21ec rozklad Sred-
niej arytmetycznej Z zmierzonych jej warto$ci mozemy przyblizy¢ roz-
kladem normalnym. Stad wynika, Ze oceny poziomu i przedziatlu ufnosci
$redniej rozktadu g w przypadku bardzo duzej liczby pomiaréw (n — oo)
mozemy dokonaé przy uzyciu dystrybuanty ®,(a), tak jak to przedstawiono
w rozdziale 5.2.2. Musimy jednak pamietac, ze mozemy tego dokonac tylko
wtedy, gdy érednia Zg rozkladu B(z) jest skoriczona, jak réwniez skoiiczona
jest wariancja o2 # 0 rozktadu B(z).
Wariancja 02 we wzorze (5.3.5) jest réwna

02 = —, (5.3.6)

- za$ 0 jest dane wzorem (5.3.2). W praktyce o? we wzorze (5.3.6) zastepu-
jemy przez S2, poniewaz nie znamy rozktadu B(z).
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Centralne twierdzenie graniczne Lindeberga-Levy’ego stosuje si¢ za-
réwno do pomiaréw bezposrednich jak i pomiaréw posrednich.

W wiekszoéci wykonywanych pomiaréw (obojetnie, czy to beda pomiary
bezpoérednie, czy poérednie) warunki stosowalnosci centralnego twierdze-
nia granicznego sa spelnione. Pozwala to na stosowanie do oceny poziomu
i przedzialu ufnosci $redniej artmetycznej duzej serii pomiarowej roz-
kladu normalnego. Powstaje wigc pytanie, kiedy liczba pomiaréw jest na
tyle duza, ze mozemy korzystac z centralnego twierdzenia granicznego i sto-
sowaé rozktad normalny? OdpowiedZ nie jest jednoznaczna. Oczywiscie, im
wiecej pomiaréw, tym lepiej spelnione sa warunki, o ktérych byla mowa
powyzej. W praktyce, w przypadku zmiennej losowej ciagtej, gdy liczba po-
miaréw uzytych do obliczenia éredniej arytmetycznej n > 30, do oszacowa-
nia przedzialu i poziomu ufnoéci mozemy stosowaé rozktad normalny [13].

5.4. Metoda najmniejszych kwadratow a rozktad
Gaussa

W rozdziale 3.5 przedstawiliémy zastosowanie metody najmniejszych kwa-
dratéw do dopasowywania krzywych do punktéw doswiadczalnych. Ponie-
waz metoda najmniejszych kwadratéw nalezy do najczesciej stosowanych
metod statystycznych, w tym rozdziale podamy statystyczna interpretacje
wyznaczonych ta metoda parametréw dopasowywanej funkcji i jej uogdl-
nienie na przypadek pomiaréow o niejednakowej precyzji. Do tego celu wy-
korzystamy metode najwiekszej wiarygodnosci stosowana w rozdziale 5.1.3.

Przyjmijmy, ze wykonujemy serie N pomiaréw wartosci dwoch wielkosci
fizycznych z i y oraz dla kazdej wartodci z; otrzymujemy odpowiadajaca
jej wartoééAyi\(i =1,2,...,N). W ukladzie wspétrzednych XY otrzymu-
jemy wiec punkt (z;,y;). O wielkodciach z i y wiemy, Ze s3 zwiazane za-
leznoscia funkcyjna y = f(z). Funkcja f(z), jak pokazano w rozdziale 3.5,
w ogdlnodci jest zalezna od @ wspdlczynnikéw ¢; (j = 1,2,...,Q), czyli
y = f(z, €1,C3,. .., cQ). Przyjmijmy, podobnie jak w rozdziale 3.5, Ze btedy
pomiaru wartoéci z; (i = 1,2,..., N) sa tak male, iz mozemy je pomingc.
Woéwcezas wartodé rzeczywista yo ; wielkosci fizycznej y bedzie dana wzorem:

Yo,i = fl(zi,c1,62,...,¢Q). (5.4.1)

Poniewaz na poczatku przyjeliémy, iz wyniki pomiaréw wielkoséci y pod-
legaja rozktadowi normalnemu, co oznacza, ze jezeli dla ustalonej wartosci
r; wykonamy bardzo duzo pomiaréw wielkosci y, to otrzymamy rozklad
wynikéw pomiaréw bedzie rozkladem normalnym o wartosci rzeczywistej
Yo,; 1 wariancji 05. Na rysunku 5.7 przedstawiono to dla przypadku, gdy
zmienna y jest liniowg funkcja zmiennej z, tzn. y = az 4+ b. Gdyby liczba
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rzeczywista zalezno$¢

y=ax+b Yon

Rys. 5.7: Bardzo duza liczba pomiaréw wielkosci y przy ustalonych z;. Dla kazdej
wartosci z; wyniki pomiaréw wielkosci y daja pewien rozklad wokdl wartosci
rzeczywistej yo,i = azi + b, [7]

pomiaréw wielkosei y dla ustalonej wartoéci z; byla bardzo duza, wéw-
czas byloby mozna wyznaczy¢ z bardzo dobrym przyblizeniem wartoéci yg ;.
Gdyby réwniez liczba ustalonych wartosci wielkosci z byta bardzo duza, to
z bardzo dobrym przyblizeniem byloby mozna wyznaczyé zaleznoéé funk-
c¢yjna yo; = f(z;). W praktyce najczeéciej dla kazdej wartoéci z; wykonu-
jemy jeden pomiar wielkoéci y. Wobec tego otrzymana z pomiaru warto$é
y; bedzie odchylac sie od wartoéci rzeczywistej yo; z prawdopodobiefistwem
okredlonym jej rozkladem. Poniewaz, jak zalozyliSmy powyzej, wyniki po-
miaréw y; podlegaja rozkladowi normalnemu o wartosci rzeczywistej yo
i wariancji crz, tzn. zaktadamy, ze wszystkie pomiary wykonujemy z jedna-
kowa precyzja, wtedy prawdopodobienistwo otrzymania w wyniku pomiaru
wielkosci y wartosci zawartej miedzy y; a y; + dy; jest:

1 (yi — yo,0)?
exp | ——=—| dy; .
oo P [ 207 yi

Podstawiajac yo,; ze wzoru (5.4.1) otrzymujemy:

dP(y;) =

dP(y;) = [yi—f(:vi,chcz,...,cQ)P} dyi . (5.4.2)

1
exp |—
oyV2mw P [ 203

Poniewaz wynik pomiaru wielkoéci y i jego blad dla danej wartoéci wielko-
4ci z nie s3 w Zaden sposéb zwigzane z wynikiem pomiaru wielkosci y i jego
bledem dla innej wartoéci z, to zgodnie z tym, co powiedziano w rozdziale
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5.1.3, prawdopodobiefstwo tego, ze w wyniku N takich pomiaréw otrzy-
mamy zbiér N wartoéci (z;, %) (¢=1,2,...,N), wyraza sie nastepujaco:

dP(yl,y2,...,yN) = (543)

= () e[ L S S enen e (@)Y
= (van) o "oy L~ T@ienen o | (@)

Prawdopodobieiistwo to osiagga maksimum, gdy wykladnik potegi jest mi-
nimalny, tzn. gdy

1 L ,
5}32[%—f(a:i,cl,CQ,...,cQ)]z = G(e1,¢2,...,¢0) = min . (5.4.4)
Y =1

Musimy wiec tak dobra¢ wspélczynniki ¢, aby suma kwadratéw odchylen
yi — f(zi,c1,¢2,...,¢q) byla najmniejsza. Wyrazenie (5.4.4) minimalizu-
jemy ze wzgledu na nieznane wspélezynniki ¢; (7 = 1,2,...,Q) wy-
korzystujac warunki na minimum funkcji wielu zmiennych. Rézniczkujac
(5.4.4) 1 prayréwnujac pochodne do zera otrzymujemy uklad réwnai alge-
braicznych (3.5.3), tj.

oG

(a—q)cl,q,...,% =0,

0G

(a_Cj>c1,cQ,,..,cQ = 0, (5'4'5)
oG

(e )erenca = O

Rozwiazujac ten uklad réwnai algebraicznych znajdujemy wartodci
wspolczynnikéw (ktére bedziemy oznaczaé ¢; (j = 1,2,...,Q)), dla kté-
rych prawdopodobiefistwo (5.4.2) ma warto$¢ najwieksza. Wyznaczone w
ten sposéb wartosci ¢; wspdlczynnikéw sa wiec warto$ciami najbar-
dziej wiarygodnymi, czyli stanowia najlepsze przyblizenie wartoédci rze-
czywistych wspélczynnikéw c; i dlatego oznaczyliSmy je przez ¢;. Funkcja
g = f(z,é,¢,...,¢) jest wiec najbardziej prawdopodobna funkcja

wiazaca ze soba zmierzone wartodci z;,y; (¢ = 1,2,..., N), ktéra spelnia
warunek (5.4.4). Jest wiec ona najlepszym przyblizeniem rzeczywistej za-
leznosci y = f(z,eq,¢,...,¢Q), a wartodci g; = f(zi,¢1,C2,...,CQ) 53 naj-

lepszymi przyblizeniami wartosci rzeczywistych yo ;. Na rysunku 5.8 -
przedstawiono jako ilustracje dopasowania metoda najmniejszych kwadra-
téw dopasowanie funkcji liniowej y = az + b w przypadku, gdy dla kazdej
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dopasowana prosta
J=tx+h

i
|
[
¥ 1
I [}
1 |
Il L —_
| ]

] T —
X1 X Xy X

Rys. 5.8: Przyklad dopasowania, gdy dla kazdej wartosci z; wykonujemy jeden pomiar
wielkoscl y

wartoédci z; wykonano jeden pomiar wielkoédci y i otrzymano jej wartosé y;.

Reasumujac nalezy stwierdzi¢, ze gdy wyniki pomiaréw wielkosci fizycz-
nej y maja rozklad Gaussa i dopasowywana funkcja y = f(z,cq,..., cq) jest
ogdlna postacia rzeczywistej zaleznosci funkcyjnej miedzy mierzonymi wiel-
kosciami, to metoda najmniejszych kwadratéw jest rownowazna metodzie

najwiekszej wiarygodnoéci. Wyznaczone za§ wspdlczynniki ¢,¢,,...,¢g
sg najlepszymi przybliZeniami rzeczywistych wspétczynnikéw ¢y, ¢y, .. ., cg.

Wyznaczone wspélczynniki ¢; sa obarczone bledami, ktére s3 spowodowane
niepewnosciami zmierzonych wartoéci y;. Sposdb obliczenia odchyleri stan-
dardowych Sz, podano w rozdziale 3.5.

5.4.1. Metoda najmniejszych kwadratéw w przypadku po-
miaréw o niejednakowej precyzji

W przypadku, gdy kazdy z pomiaréw y; podlega rozkladowi normalnemu o
warto$ci rzeczywistej yo; 1 wariancji a;, to, jak wynika z rozwazan przed-
stawionych w rozdziale 5.1.5, prawdopodobienistwo (5.4.4) wyrazi sie wzo-
rem:

dP(y1, Y2, - - -1 UN) = (5.4.6)
1 1 \N 1 N 1 . N
T, oy ( /-—27r) exp [‘5 ; ;‘Zj[yz — flzs, 1y ¢ay. .0, c0))? | (dy)™ .
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Warunek (5.4.4) przyjmie postac:
LSSy, ? = mi 4.7
Ez;w,[yi — f(zi,c1,¢9,...,¢Q)]° = min, (5.4.7)

gdzie waga pomiaru w; = 1/ 055. W przypadku pomiaréw o jednakowej
precyzji w; = const mozemy wynie$¢ przed znak sumy i otrzymamy wzér
(5.4.4). Minimalizacji wyrazenia (5.4.7) dokonujemy tak samo, jak w przy-
padku pomiaréw o jednakowej precyzji.



6. Rozklad i¢-Studenta i jego zastosowanie

6.1. Rozklad t-Studenta

Oszacowanie przedzialu i poziomu ufnosci podane w rozdziale 5.2 jest
stuszne, gdy liczba pomiaréw N jest na tyle duza, Zze mozna przyjac, iz
S% ~ 0%, lub gdy znamy wariancje rozkladu o2. W praktyce, z réinych
powod6éw takich jak czasochlonno$¢ pomiaréw, koszty przeprowadzenia
do$wiadczen itp., wykonujemy przewaznie kilka do kilkunastu pomiaréw.
Wéwczas S2 moze znacznie sie rézni¢ od wariancji o2 rozkladu érednich
arytmetycznych. W takim przypadku stosowanie dystrybuanty rozkladu
N(0,1) prowadzi do blednego oszacowania przedzialu i poziomu ufnoéci.
Gosset, uzywajacy pseudonimu Student wykazal, ze jezeli wartosci zmien-
nej losowej 1, 23, ..., 2N majg rozklad normalny, to dla N > 2 wielkosé

T -

t =
Sz’

(6.1.1)

ma funkcje rozktadu prawdopodobieristwa

k1 2\~
S(t, k) = 71;%—13(%—) <1+%> , (6.1.2)

gdzie k = N — 1 jest liczba stopni swobody, S; dane jest wzorem
(3.4.11), a T'(k) jest funkcjq I'-Eulera i wyraza sie wzorem:

e *sF1ds.

T(k) =

0\8

Nalezy podkredli¢, ze wielko$¢ t jest zdefiniowana dla $éredniej arytme-
tycznej danej serii pomiarowej. Funkcja rozkladu S(t,k) dana wzorem
(6.1.2) nosi w literaturze nazwe rozkladu t-Studenta. Wyprowadzenie wzoru
(6.1.2) podano np. w [13, 16]. Funkcja rozktadu S(t, k) jest symetryczna
wzgledem zmiennej ¢, a mianowicie S(—t, k) = S(t, k). Liczba stopni swo-
body k jest parametrem funkcji rozkladu.

Na rysunku 6.1 przedstawiono poréwnanie krzywej rozkladu normalnego
i rozktadu t-Studenta. Funkcja rozkladu t-Studenta jest bardziej sptaszczona

128



6.2. Dystrybuanta rozktadu t-Studenta i jej zastosowanie 129

0.50
‘Pu(u)
Stk.t)
0.25 —
0.00 y
-6 6

Rys. 6.1: Poréwnanie rozkladu normalnego standaryzowanego (linia przerywana) i
rozktadu t-Studenta dla k = 4 (linia ciagla)

w maksimum i wolniej zmierza do zera, gdy |¢| = oo niz funkcja rozkladu
normalnego standaryzowanego N(0,1). Wraz ze wzrostem liczby stopni
swobody k rozklad S(t, k) szybko zmierza do rozkladu normalnego stan-
daryzowanego N (0,1). W praktyce, gdy liczba pomiaréw N > 30, mozna
przyjac, ze rozklad ¢-Studenta i rozklad normalny daja te same oszacowania
przedzialu i poziomu ufnosci [13].

6.2. Dystrybuanta rozkladu ¢-Studenta i Jej zasto-
sowanie

Zgodnie ze wzorem (4.2.7), dystrybuanta rozkladu t-Studenta wyrazi sie

nastepujaco (patrz takze rozdzial 5.2.2):

Fla) = / S(t, k)dt. (6.2.1)

—00

Prawdopodobienstwo a, Ze wartoi¢ zmiennej ¢ bedzie zawarta miedzy
ustalonymi wartodciami —t, ity (to > 0), czyli

—ty <t < ta, (6.2.2)
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jest réwne (por. rozdzial 4.21 5.2.2):

ta ta
o = P(—ly <t<ty) = /S(t,k)dt ~ Q/S(t,k)dt (6.2.3)
—ta 0

i zalezy od liczby stopni swobody &, czyli o = a(k). Z nieréwnosci (6.2.2)
otrzymujemy przedzial ufnosci:

z— tan S To S T+ taS_«z, (624)

przy poziomie ufnoéci «. Poniewaz poziom ufnosci «, dany wzorem (6.2.3),
zalezy od liczby stopni swobody k, to réwniez wspdlczynnik ¢, wyznaczony
dla ustalonego «, bedzie zalezny od k. Otrzymali$my wiec oszacowanie nie-
réwnosci (1.1.4) w przypadku matej liczby pomiarow, gdy mierzona wielkos¢
fizyczna podlega rozkladowi normalnemu.

Poniewaz zaréwno prawdopodobiefistwo ¢, jak 1 wspdlczynnik , sa za-
lezne od parametru rozkladu k, zazwyczaj nie podaje sie tablic catki (6.2.3),
ale tablice wspétczynnika ¢, dla réznych wartoéci ki . Tablice te nosza cze-
sto nazwe tablic Studenta-Fishera i zostaly zamieszczone w Dodatku H
(tablica IV).

W przypadku matej liczby pomiaréw, gdy do oszacowania przedziatu
i poziomu ufnoéci stosujemy rozkiad ¢-Studenta, nie moZzemy podaé nie-
zaleznej od liczby pomiaréw granicy przedzialu ufnodci, ktéra mozna by
przyja¢ za blad maksymalny (w przypadku rozktadu normalnego bylo to
3Sz). W tym przypadku nalezy z géry okresli¢ poziom ufnosci o. W na-
szym opracowaniu, przez analogi¢ do rozkladu normalnego, przyjmiemy
o = 0.997, poniewaz jest to poziom ufnodci odpowiadajacy granicy prze-
dzialu ufnodci 3S;. Wtedy za blad maksymalny przyjmiemy to.o97Sz;
wspOlczynnik tg.g97 dla kazdej liczby stopni swobody k& musimy jednak od-
czytaé z tablicy IV w Dodatku H.

Przyktad

Wréémy do przykiadu z tabeli 4.2 i oszacujmy przedzial ufnosci czasu wy-
pltywu przy uzyciu pierwszych szeéciu pomiaréw tam zamieszczonych. Ich
$rednia arytmetyczna t = 17.540 s, S; = 0.396's, a S; = 0.162 s. Przyj-
mijmy, ze szukamy przedzialu ufnosci dla poziomu ufnosci o = 0.9. Z ta-
blicy IV w Dodatku H znajdujemy t, = 2.015 dla k& = 5. Wobec tego
taSt = 0.326 s =~ 0.33 5, a wiec (17.54 — 0.33) s < to < (17.54 4+ 0.33) s,
czyli 17.21 s < to < 17.87 s z prawdopodobiefistwem 0.9.

Obliczmy teraz to samo przy uzyciu rozktadu normalnego standaryzowa-
nego N (0, 1). Z tablicy I1I w Dodatku H znajdujemy, ze poziomowi ufnodci
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o = 0.9 odpowiada a = 1.604, a wiec aS; = 0.266 s ~ 0.27 s i przedzial
ufnosci jest 17.27s < tp < 17.81s.

Z przytoczonego przykladu widaé, ze oszacowanie bledu pomiaru (prze-
dziatu ufnoéci) bedzie znacznie bardziej optymistyczne przy uzyciu roz-
ktadu normalnego niz rozktadu t-Studenta. Nalezy zaznaczy¢, Ze tak bedzie
we wszystkich podobnych przypadkach.

6.2.1. Ocena poziomu i przedzialu ufnosci w przypadku
pomiaréw posérednich

Rozklad t-Studentai jego dystrybuante mozemy stosowac do oceny poziomu
i przedziatu ufnoéci wielkosci zlozonej zasadniczo w trzech przypadkach.

1) Wielkosc ztozong mozna przedstawié w postaci liniowej funkcji niezalez-

nych wielkosci mierzonych bezposrednio i majgcych rozktady normalne.

W tym przypadku ogélna metoda rozwiagzania zagadnienia oceny po-
ziomu i przedziatu ufnoéci jest skomplikowana i z tego powodu nie bedziemy
jej przytaczali. Zainteresowany czytelnik znajdzie ja w [17] oraz w [18] (roz-
dzial III). Ograniczymy sie tu do podania jedynie wyrazenia pozwalajacego
obliczy¢ przyblizZong wartos¢ zmiennej ¢ podlegajacej rozktadowi t-Studenta
w przypadku, gdy wielko$¢ zlozona z mozemy rozwinaé na szereg Taylora
i ograniczy¢ sie do wyrazéw liniowych. Odpowiada to przypadkowi 1A,
‘oméwionemu w rozdziale 5.2.3. Dla przejrzystoici rozwazan zalézmy, ze
z = z(z,y), oraz ze wielko§¢ z zmierzyliSmy N razy, a wielkoé¢ y zostala
zmierzona M razy. Rozwiimy z = z(z,y) na szereg Taylora w otoczeniu
punktu (Z,7) i zalézmy, Ze jest spelniony warunek (5.1.32), tzn. w calym
otrzymanym z pomiaréw przedziale zmiennosci wielkosci z oraz y mozemy
ograniczy¢ sie do wyrazéw liniowych. Wtedy: v

z
z(z,y) =z (Z,9) + (g—z)i’g(m -Z)+ <g—y)i’g(y - 7). (6.2.5)

Obliczenia, ktérych nie bedziemy przytaczali, pokazuja, ze w tym przy-
padku wielko$¢ t jest:

¢ = 200 o), (6.2.6)
Sz
gdzie przyblizona wartos¢ S spelnia réwnoéé:
z2 . m %2l~2 §52L~2
SE - n-2 l:(aw):i‘,@NSx_*-(ay)f,gMSy ’ (6'2'7)

oraz

CARR S TR I v (6.2.8)
N ! M = '
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n= N + M, a liczba stopni swobody k = n — 2.
W przypadku ogdlnym, gdy z = z(z1, z3, . . ., ) oraz wszystkie wielko-

éci 21,29, ..., Z, mierzone bezposrednio maja rozklad normalny i sa nieza-
lezne oraz kazda z nich zostala zmierzona N; razy (i = 1,2, ...,r), wielkodé
t bedzie: ,
b= 2(Z1,%2,- ., %) —f($0,1,$0,2, ooy Tor) , (6.2.9)
Sz
zas:
~ N o= 02\2 1 ~
S2 = —S2., 6.2.10
z n—ri (8x,-)fl,a‘cz,...,ir N, ( )
- 1 M
S22 = = (zip— %), (6.2.11)
T N1
k=1
,
n = Ni, (6.2.12)
=1

a r jest liczba wielkoSci mierzonych bezposérednio. W tym przypadku liczba,
stopni swobody k = n —r. Wielkos¢ t okredlona wzorem (6.2.9) ma w przy-
blizeniu funkcje rozktadu S(¢, k) = S(¢,n — r) dang wzorem (6.1.2). Ma-
jac wyznaczone z(Z1, Zs,...,Z,) oraz S’;, przedzial i poziom ufnodci znaj-
dujemy postepujac tak samo jak dla wielkoéci mierzonej bezposrednio,
tzn. znajdujemy prawdopodobiefistwo « tego, ze spetniona jest nieréwnosé
(6.2.4), ktéra w tym przypadku przyjmie postaé:

2(T1, T2y ..., Ty) — 0S5 < 2(zo,1,%02,- .-, Tor) < 2(Z1,Z2,...,Zr) + 0S5 .

' (6.2.13)
Wspélczynnik t, dla danej wartosci « i liczby stopni swobody & = n — r
odczytujemy z tablicy IV w Dodatku H. Jak latwo pokazaé, w przypadku
gdy zachodzi réwnoé¢ z = z, tj. wielkoé¢ z jest mierzona bezpoérednio, ze
wzoru (6.2.9) otrzymujemy (6.1.1).

2) Wielkos¢ ztozona ma rozktad normalny, a wielkosci mierzone bezpo-
Srednio sq niezalezne. :

Mamy tu do czynienia z sytuacja przedstawiong w punkcie 1B, oméwio-
nym w rozdziale 5.2.3. Zalézmy, ze wielko$¢ ztozona z jest funkcja dwéch
wielkosci z oraz y mierzonych bezposrednio, oraz ze wielkoéé = zmierzono
N razy, a wielkod¢ y zmierzono M razy. Zgodnie z tym, co powiedziano
w rozdziale 6.1 wielko$¢ t jest okreélona przez

2—20

Sy

(6.2.14)
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gdzie Z jest dane wzorem (5.1.39), a S2 wzorem (5.2.28). Liczba stopni
swobody k = NM — 1. Wielko$¢ ¢, okreslona wzorem (6.2.14), ma funkcje
rozkladu S(¢,k) = S(t, NM ~ 1) dana wzorem (6.1.2). Majac wyznaczone
Z oraz Sz, oceny poziomu i przedzialu ufnoéci dokonujemy postepujac tak
samo jak w przypadku wielkoéci mierzonej bezposdrednio.

3) Wielkosé ztozona ma rozktad normalny, a wielko$ci mierzone bezpo-
drednio sq zalezne.

Przypadek ten jest identyczny z opisanym w punkcie 2B w rozdziale
5.2.3. W tym przypadku wielko§¢ ¢t dana jest wzorem (6.2.14), zas z oraz
Sz sa dane odpowiednio wzorami (5.2.31) i (5.2.32). Liczba stopni swobody
k=N — 1. W celu oszacowania poziomu i przedziatu ufnoéci postepujemy
dalej tak jak w przypadku 2.

Rozklad t-Studenta i jego zastosowania zostaly obszernie przedstawione
w [18]. Ksiagzke te polecamy czytelnikom zainteresowanym tym zagadnie-
niem.

Przyktad

Aby zilustrowaé zastosowanie rozktadu ¢-Studenta do oceny poziomu i prze-
dzialu ufnosci w przypadku pomiaréw posrednich, gdy zachodzi przypadek
1, wréémy do przyktadu z wyznaczaniem przy$pieszenia ziemskiego g, przy
uzyciu wahadla matematycznego, podanego w rozdziale 3.4. Zatozyliémy
tam, ze pomiar dtugosci wahadla ! wykonano N = 7 razy i pomiar okresu
T wykonano M = 10 razy. Wobec tego catkowita liczba pomiaréw bez-
poSrednich n = N + M = 17, a liczba stopni swobody £ = n — 2 = 15.
Wyniki obliczer I, T, § oraz S; przedstawione w przykladzie z rozdziatu
3.4 s3 nastepujace:

7=100.01428 cm , T =2.007s,
g = 980.2205 cm/s? | S5 = 4.6690808 cm /s> .

Wykorzystujac te same dane, obliczmy wielkosci _wystepujace we wzorze
(6.2.10); otrzymujemy: S; = 0.1807017 cm oraz S'T = 0.0141774 s. Stad
ze wzoru (6.2.8) znajdujemy S; = 5.020833 cm/s . Wyniki obliczen po-
dano bez zaokraglen, tj. tak jak odczytano je z kalkulatora. Poréwnajmy
teraz wyniki oceny przedzialu ufnoSci otrzymane przy uzyciu rozgkladu
normalnego i rozkltadu t-Studenta. Przyjmijmy, ze poziom ufnoéci wynosi
a = 0.6827, 0.9545 1 0.9973, co w przypadku rozkladu normalnego odpo-
wiada granicom przedziatu ufnoéci g+ S5, §+ 255, g4 35;. Wyniki oceny
przedziatu ufnodci przy uzyciu tych rozkltadéw zebrano w tabeli 6.1.

Jak widaé z tabeli 6.1, ocena przedzialu ufnosci przy uzyciu roz-
ktadu normalnego jest bardziej optymistyczna niz przy uzyciu rozkladu
t-Studenta. Réznice nie sa zbyt duze, ale liczba stopni swobody jest duza, a
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Tabela 6.1: Poréwnanie oceny przedzialu ufnosci przy uzyciu rozkladu normalnego
i rozkladu t-Studenta. Granice przedzialu ufnoéci podano w jednostkach
[cm/s?], § = 980.2 cm/s*

Granice przedziatu ufnosci Poziom ufnosci o
przy uzyciu rozkladu 0.6827 | 0.9543 0.9973
normalnego gt47| g+94 | g+t14.1
t-Studenta g+t52 | g+11.0 | g+18.0

mianowicie k = 15. W przypadku mniejszej liczby stopni swobody réznice
bylyby wieksze.



7. Rozklad dwumianowy (Bernoulliego)
i rozklad Poissona

Dotychczas zajmowaliémy sie dwoma rozkladami zmiennej losowej ciagle;
szczegblnie waznymi z punktu widzenia teorii bledéw, a mianowicie roz-
kltadem Gaussa (normalnym) i rozkltadem t-Studenta, poniewaz opisywaly
one rozklad wynikéw pomiaréw spowodowany wystepowaniem wielu czyn-
nikéw przypadkowych. Oprécz tych rozkladéw istnieje wiele réznych roz-
kladéw zmiennej losowej ciaglej i skokowej, waznych zaréwno ze wzgledéw
teoretycznych, jak i praktycznych. W tym rozdziale zajmiemy sie dwoma
rozktadami zmiennej losowej skokowej, a mianowicie rozktadem dwumiano-
wym nazywanym rozkladem Bernoulliego i rozkladem Poissona. Pierwszy
z nich nie ma wprawdzie szczegélnego znaczenia przy ocenie bledéw, ale
stanowi punkt wyjsciowy do wyjadnienia réznych wlasnoéci rozktadéw. W
szczegolnosci pozwala na uzasadnienie rozkladu normalnego (Gaussa), co
zostalo podane w Dodatku E. Rozklad Poissona wynikajacy z rozkladu
dwumianowego jest bardzo wainy w tych wszystkich dziatach fizyki, w
ktérych w czasie pomiaréw wystepuje zliczanie kolejno pojawiajgcych sie
przypadkowych zdarzer np. zliczanie czastek emitowanych podczas rozpadu
promieniotwérczego badz fotonéw emitowanych przez atomy wzbudzone.

7.1. Rozklad dwumianowy

Przed przystapieniem do oméwienia rozkladu dwumianowego musimy po-
znaé, niezbedna do tego celu, terminologie. Wyobrazmy sobie, ze prze-
prowadzamy N niezaleznych préb (np. losowai kart, rzutéw koéémi itp).
Kazdy wynik, ktérym jestedmy zainteresowani, bedziemy nazywali suk-
cesem (np. wylosowanie karty okreslonego koloru, wyrzucenia okreslonej
ilosci oczek kodémi do gry). Kazda niezalezna préba jest nazywana zdarze-
niem. Prawdopodobienstwo sukcesu w pojedynczej prébie (np. w jednym
losowaniu) oznaczamy przez p, wtedy prawdopodobiefistwo 1 — p = ¢ jest
prawdopodobienstwem uzyskania innego wyniku niz ten, ktérym jesteémy
zainteresowani, czyli porazki.

W celu wyprowadzenia rozktadu dwumianowego przeanalizujmy naste-
pujacy przyklad. Z 52 kartowej talii kart do gry losujemy karte okreslonego
koloru, np. kierowego. Za sukces bedziemy uwazali wylosowanie dowolnej
karty tego koloru (np. asa, waleta, dwdjki itp.), a za porazke wylosowanie
karty z kazdego innego koloru. Po losowaniu karte wktadamy z powrotem

135
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do talii. Prawdopodobienstwo sukcesu w pojedynczej prébie p = %, gdyz
jest ono réwne stosunkowi liczby kart sprzyjajacych odniesieniu sukcesu,
tj. liczbie kart danego koloru, ktéra wynosi 13, do liczby wszystkich kart w
talii, tj. 52. Prawdopodobiefistwo porazki, tzn. wylosowania karty innego
koloru niz kierowy, wynosi 1 —p = %.

Bedziemy teraz poszukiwali prawdopodobienstwa odniesienia n sukce-
séw (tzn. wylosowania n kart koloru kierowego), gdy wykonamy serie¢ /N nie-
zaleznych préb (tzn. N razy powtarzamy losowanie i po kazdym losowaniu
karte wkladamy z powrotem do talii). Prawdopodobieristwo to bedziemy
oznaczali b(n, N). Na przyktad zapis b(2,5) bedzie oznaczal prawdopodo-
biefistwo dwdch sukceséw w pieciu prébach. Zalézmy teraz, ze wykonujemy
serie N = 6 kolejnych niezaleznych od siebie préb. Prawdopodobiefistwo
tego, ze uda si¢ nam odnie$¢ n = N = 6 sukceséw (tzn., ze w kazdej prébie
wylosujemy karte koloru kierowego), jest réwne p” = pb. Wynik ten zapi-
szemy b(6,6) = p®. Prawdopodobiefistwo odniesienia n = N — 1 = 5 suk-
ces6w (np. pierwsze losowanie porazka i nastepne pie¢ - sukces) jest réwne
iloczynowi p°(1—p)!, czyli p"(1—p)N~—". Pamietaé jednak nalezy, ze porazka
moze zdarzy¢ sie nie tylko w pierwszej prébie, ale takze w drugiej, badz w
trzeciej itd. Mozliwych kombinacji, w ktorych wystapi 5 sukceséw i jedna
porazka, jest, jak latwo policzyé, 6, a wiec b(5,6) = 6p°(1 — p)!. Prawdo-
podobiefistwo 4 sukceséw i 2 porazek w jednej serii préb jest pi(1 — p)?,
czyli p*(1 — p)V~=%. W tym przypadku liczba mozliwych kombinacji jest
wieksza. Jak wynika z kombinatoryki, jest ona réwna (2) = 15, wtedy
b(4,6) = 15p*(1 — p)2. Wyniki powyzszych obliczen mozemy przedstawi¢ w
postaci jednego wzoru, a mianowicie:

b(n,N) = <ZZ)pn(1_p)N—-n’ (7.1.1)

gdzie wprowadzono symbol Newtona:

N N
n) (N =-n)!”

Wyrazenie (7.1.1) jest prawdopodobiefistwem uzyskania n sukceséw w N
niezaleznych prébach, gdy prawdopodobiefistwo uzyskania sukcesu w po-
jedynczej probie jest p, a porazki ¢ = 1 — p. Wyrazenie to nosi nazwe
rozkladu dwumianowego lub rozktadu Bernoulliego. Rozktad dwu-
mianowy jest zdefiniowany tylko dla catkowitych wartosci n. Na rysunku 7.1,
jako przyktad rozktadu dwumianowego, przedstawiono rozktad prawdopo-
dobiefistwa n sukceséw w N = 6 prébach, gdy prawdopodobienstwo p suk-
cesu W pojedynczej prébie wynosi 1/4.
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0.4 —
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02—
01+
0.0 | ! T |

Rys. 7.1: Rozklad b(n, N) dla przykladu oméwionego w tekscie N =6, p =1/4

Rozklad dwumianowy jest unormowany do jednodci, co oznacza, ze
prawdopodobiefistwo otrzymania dowolnej wartosci n (traktowanej jako
sukces) wynosi 1, czyli Ze

N N N
Y bmN) = 3 (]Z)p"(l—p)fv-" = (f)pnqN—" = 1. (112)

n=0 n=0

Skorzystaliémy tu z faktu, Ze ostatnia suma jest rozwinieciem na dwumian
Newtona sumy p + ¢:

NN
> (n>p"qN‘” = (p+oV = 1. (7.1.3)

n=0

Obliczmy teraz $rednia rozkladu 7ig. Zgodnie ze wzorem (4.1.6) érednia
rozktadu jest réwna:

N
nR = an (n,N) Zn "(1—p)N"". (7.1.4)

n=0

Wynoszac Np przed znak sumy i skracajac utamek otrzymujemy:

sz (N —1)1) i 1))!pn—1(1 _ p)yW-1)=(n-1)

(7.1.5)




138 7. Rozklad dwumianowy (Bernoulliego) i rozklad Poissona

Dokonajmy zmiany wskaznika sumowania oznaczajac m = n — 1, wéwczas
wzér (7.1.5) przyjmie postaé:

N ) N 1—m
Korzystajac z tozsamosci (7.1.3) otrzymamy:
ir = Np(p+1-p)N~1 = Np. (7.1.6)

Otrzymany wynik jest zgodny z oczekiwaniami, bo przeciez $rednia liczba
sukces6w powinna by¢ réwna iloczynowi liczby préb i prawdopodobiefistwa
uzyskania sukcesu w pojedynczej prébie. Zgodnie ze wzorem (4.1.8) wa-
riancja rozkladu okreslona jest przez

N
= Z n*b(n, N) — (AR)*>. (7.1.7)

W celu obliczenia sumy we wzorze (7.1.7), skorzystajmy z tozsamosci

n? = n(n—1)+n. Podstawiajac ja do (7.1.7) i uwzgledniajac (7.1.4) otrzy-

mujemy:
2 EN: N! n N-n = = \2

Wynoszac N(N — 1)p? przed znak sumy i skracajac utamek dostajemy:

N (N —2)!

= V-0 - -G TR
+ AR - (@R)®. (7.1.9)

Dokonajmy zamiany wskaznika sumowania oznaczajac m = n — 2, wtedy

2 P e (N - Ne2-m | - _ 2
o = N(N-1)p Z_m!(N 2 m)'p (1 - p) + g — (7R)".

Korzystajac z tozsamoéci (7.1.3) znajdujemy: ’
o = N(N - 1)p*+agr— (aR)®. (7.1.10)
Wstawiajac (7.1.6) do (7.1.10) otrzymujemy:

— N2p2_Np2+Np_N2 2’
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tak wiec

o = Np(1-p). (7.1.11)

Rozklad dwumianowy, chociaZ nie znajduje zastosowania przy ocenie bledu
pomiarowego, jest szeroko stosowany, np. przy testowaniu hipotez (np. pro-
gnoz wyborczych), patrz np. [4, 13, 16]. Uogdlnieniem rozktadu dwumia-
nowego jest rozktad wielomianowy, ktérym nie bedziemy sie zajmowali,
i ktéry ma podobne zastosowania jak rozklad dwumianowy.

7.2. Rozklad Poissona i jego zastosowanie

7.2.1. Rozklad Poissona — zliczanie zdarzen

W fizyce jadrowej czesto spotykamy sie z sytuacja, gdy poslugujac sie liczni-
kiem czastek naladowanych, zliczamy liczbe n czastek emitowanych w prze-
dziale czasu At (np. 1s) w wyniku rozpadu promieniotwérczego jader ato-
mowych danej probki. Jezeli licznik jest sprawny i pomiar zostal wykonany
prawidlowo, to nie bedzie wystepowal blad pomiaru liczby czastek n. Po-
wtarzajac jednak wielokrotnie pomiar w tym samym przedziale czasu At
stwierdzimy wystepowanie rozrzutu otrzymanych wartosci liczby zliczen n.
Rozrzut ten nie jest spowodowany bledem zliczania, ale statystycznym cha-
rakterem samego zjawiska promieniotwérczosci. Poniewaz kazde z N jader
atomowych, zawartych w badanej prébce, ma w przedziale czasu At jed-
nakowe prawdopodobienistwo rozpadu p, mozZemy obliczy¢ $redniag liczbe
rozpadéw 7 = Np w tym przedziale czasu. Nas interesuje jednak nie tylko
$rednia liczba zliczen 7, ale réwniez jaki jest ich rozklad. Jak wynika z roz-
wazal przedstawionych w rozdziale 7.1, jesli mamy N jader i prawdopodo-
biefistwo rozpadu promieniotwérczego pojedynczego jadra w dowolnym, ale
ustalonym przedziale czasu At jest p, to prawdopodobiefistwo zliczenia n
rozpadéw w tym przedziale czasu jest prawdopodobienistwem n ,sukceséw”
w N ,,prébach”. Wobec tego rozklad liczby zliczen jest rozkladem dwu-

mianowym b(n, N). Jezeli przedzial czasu At jest na tyle maly, Zze mozna
przyjac, iz liczba jader promieniotwérczych N w prébce praktycznie sie nie
zmienia w czasie jego trwania, to wtedy n < N i p < 1. Woéwczas rozklad
liczby zliczed n (,sukceséw”) mozna opisa¢ rozkladem otrzymanym z roz-
ktadu dwumianowego w wyniku przejécia granicznego: N - coip— 0w
taki sposéb, aby Np = A = const. Aby znale7¢ ten rozklad, zapiszmy wzdér
(7.1.1) w innej réwnowaznej postaci:

b(n, N) = ni!Np-...-(N—k)p-...-(N_n_1)p(1—p)N(1—p)-n. (7.2.1)
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W przypadku granicznym, gdy A = Np = const, zachodza zwiazki:

. . N-—-k
Jm (V=R = i E5E =,
p—0
lim (1-p)V = lim(1-p)? = [lim (1-1>z]A = [e—l]A = e
N=oo p p—0 300 T ’
p—0
(W powyZszym wyrazeniu T = %) oraz

lim(1-p) ™ = [})’m(l—p)}“n = 1.

p—0 —0

Granice rozkladu b(n, N), gdy N — oo, p — 0 obliczamy korzystajac z
powyzszych zwiazkéw. Wynosi ona

. A"
1\}1_I)noob(n, N) = Py(n) = ¢ (7.2.2)
p—0

Rozktad P)(n) nosi nazwe rozkladu Poissona. Jest on, podobnie jak roz-
ktad dwumianowy, unormowany do 1:

P = e —n:‘“=1. 7.2.
nz;:) \ (1) e ,;)n! e e (7.2.3)

SkorzystaliSmy tu z rozwinigcia funkcji e* na szereg Maclaurina, a miano-
wicie:

e = Zon—! = 1+,\+§A +é—!)\ +...

\ Obliczmy teraz wartosé¢ $redniag rozkladu ﬁp:. Korzystajac z (4.1.6), znaj-
dujemy:

B Y ©0 P Y 0 \n ) 0 /\n—l
nr = ¢ Z n-T-LT = € Z n;LT = e Z Am .
: n=1 ' n=1 :

n=:0

Wynoszac A przed znak sumy i dokonujac zamiany wskaznika sumowania
na m = n — 1, otrzymujemy wazny zwiazek, a mianowicie

i = det 3D = deThet = (7.2.4)
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Oznacza to, ze stala A w rozkladzie Poissona jest réwna éredniej rozktadu,
czyli

W celu obliczenia wariancji rozktadu Poissona znajdziemy na poczatku n2pg:

Dokonajmy nastepnie zamiany wskaZnika sumowania przez podstawienie
m = n — 1. Mamy wéwczas:

n’p = Ae™ Z(m+1)—— = ’AZm——H i i:
m=0 =0 m=0
Pierwsza suma jest réwna Ae?, zaé druga e?, tak wiec:
= A4, (7.2.6)
Zgodnie z (4.1.8) wariancja rozkladu 0% wyraza si¢ nastepujaco:
o = n2g — (ag)?. (7.2.7)
Podstawiajac (7.2.5) i (726) do (7.2.7) otrzymujemy:
2 = A2pa- a2
czyli, ze
0> = X\ = AR. (7.2.8)

Oznacza to, ze wariancja rozkladu Poissona jest réwna $redniej rozkladu.
Rozklad Poissona jest wiec scharakteryzowany jednym parametrem, pod-
czas gdy rozktad normalny charakteryzuja dwa parametry, a mianowicie:
wariancja 1 $rednia rozkladu. Jak wynika z rozwazan przedstawionych w
rozdziale 4.1, parametr A rozkladu Poissona Py (n) jest réwny Sredniej licz-
bie zliczeri duzej serii pomiarowej (tzn. takiej, ktérej liczebnoéé zmierza do
liczebnosci populacji generalnej) wykonanej w tych samych warunkach i w
tym samym przedziale czasu At,

Rozklad Poissona P,(n), podobnie jak rozklad dwumianowy
b(n, N), jest okreslony tylko dla catkowitych i nieujemnych n. Nie oznacza
to jednak, ze 7 1 7p musza by¢ liczbami catkowitymi. Rozklad Py(n) jest
niesymetryczny. Asymetria rozkladu maleje ze wzrostem ng i dla duzych
wartosci 7r jest on prawie symetryczny. Na rysunku 7.2 przedstawiono
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Rys. 7.2: Przyktady rozkladu Poissona Py(n) dla A = 1,4,9,25. Linig ciagla zazna-
czono dla poréwnania rozktad normalny N(A,v/X)

przyktady rozkladu Poissona dla A = 1,4,9,25; liniami ciaglymi zazna-
czono rozklad normalny o tej samej wariancji i éredniej rozktadu. Jak wi-
daé z rysunku 7.2 dla A = 1 rozklad jest niesymetryczny, dla A = 9 rozktad
jest prawie symetryczny i réznica miedzy rozkladem Poissona i normalnym
jest-wyrazna, ale niezbyt duza. Dla A = 25 rozklad Poissona jest prak-
tycznie symetryczny i réznice pomiedzy nim a rozkladem normalnym sa
prawie niezauwazalne. Oznacza to, ze rozklad Poissona szybko zmierza
do rozkladu normalnego i wyniki obliczei poziomu jak i przedzialu uf-
noéci przy uzyciu tych rozkltadéw beda prawie jednakowe. Fakt ten ma, jak
sie przekonamy dalej, bardzo duze znaczenie praktyczne.

Ogdlnie méwiac, rozklad Poissona stosujemy zawsze, gdy mamy duza
liczbe zdarzeni, ale jedynie niewielka ich cze$é posiada interesujaca nas wta-
snoé¢. Tak wiec rozkltad Poissona Py (n) stosuje si¢ przede wszystkim, gdy
zliczamy:
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~ czastki emitowane w réznych procesach zachodzacych w jadrach ato-
mowych;

— czastki rozproszone w zderzeniach;

— emitowane lub absorbowane fotony;

— atakze przy kontroli jakodci produkeji, gdy liczba wadliwych wyrobéw
jest mata w poréwnaniu z liczba wyrobéw wyprodukowanych.

Tablice rozktadu Poissona dla malych wartoéci A podano w Dodatku H.

7.2.2. Dystrybuanta rozkladu Poissona

Dystrybuanta P(n < A), zgodnie z tym co pow1ed21ano w rozdziale 4.1
(wzér (4.1.9)), wyraza si¢ wzorem:

A—l A"
P(n < A) Z Py(n) = = (7.2.9)

n=0 n=0 """
i jest prawdopodobiefistwem tego, Ze liczba odniesionych sukceséw n be-
dzie mniejsza niz A. Prawdopodobiefistwo P(A < n < B), zgodnie ze

wzorem (4.1.10), wynosi:

B-1 B-1 n
P(A§n<B)::P(n<B)—P(n<A):ZP/\(n):e—/\ 5
n=A n=A )
(7.2.10)

zaé prawdopodobiefistwo P(n > B) tego ze liczba odniesionych sukceséw
bedzie nie mniejsza niz B, wynosi
o \n
P(n> B) Z P,\ = 5 (7.2.11)
n=B

Korzystanie ze wzoréw (7.2.9) — (7.2.11) dla X przekraczajacych 10 jest nie-
wygodne ze wzgledéw rachunkowych, np. dla A = 100 zachodzi koniecznos¢
obliczenia takich wielkosci jak €190 czy 100!. Jak pokazano na rysunku 7.2,
dla A = 25 rozktad Poissona jest bardzo bliski rozkladowi normalnemu.
A wiec dla duzych ng do oceny przedzialu i poziomu ufnosci 7p mozemy
zastosowaé rozklad normalny standaryzowany. Zmienna standaryzo-
wana w tym przypadku przyjmie postac:

u = : (7.2.12)

We wzorze (7.2.12) 02 jest wariancjg rozktadu Poissona i 0% = fig. Poniewaz
nie znamy éredniej rozktadu fig, musimy przyblizy¢ ja érednig arytmetyczna
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liczby zliczen (7 = % Zf\il n;, gdzie n; jest liczba zliczen w i-tym pomiarze,
a N liczby pomiaréw). Zmienna standaryzowana u bedzie wiec miala
postac: o
_ h—7R
T
Powstaje pytanie, jak duze powinno by¢ #, aby mozna bylo korzystal ze
wzoru (7.2.13)7 W praktyce przyjmuje si¢ 7 > 30. Nalezy jednak zaznaczyc¢,
ze przyjecie . = 30 jest zbyt optymistyczne i wzér (7.2.13) zalecamy stoso-
wac dla 7 > 100. Przyklady ilustrujace dokladnoé¢ przyblizenia rozktadu
Poissona Py(n) rozkladem normalnym standaryzowanym N(0,1) mozna
znalezé w wielu opracowaniach, np. w [4]. Na zakoficzenie musimy odpowie-
dzie¢ na pytanie, co nalezy zrobi¢, jezeli érednia liczba zliczefi n w czasie
At jest zbyt mala, aby mozna bylo rozktad Py(n) przyblizy¢ rozkladem
N(0,1), a musimy oszacowal poziom i przedzial ufnosdci éredniej rozkiadu
ngr. Odpowied? jest nastepujaca: mozemy wydtuzyé czas zliczania. Na przy-
klad, jesli w czasie 10 s $rednia liczba zliczeni 7 = 20, to mozemy przedtuzyé
czas zliczania np. do 60 s.

(7.2.13)




8. Przedstawianie danych i graficzne
oszacowanie bledu

Jednym z najpowazniejszych i najczesciej spotykanych bltedéw popelnia-
nych przez niedos§wiadczonych eksperymentatoréw, jak i numerykéw jest
chaotyczny zapis wynikéw pomiaréw badz obliczen. Otrzymujemy wtedy
nieopisany zbidr liczb, w ktérym latwo jest sie pogubic i po pewnym czasie
zapomnieé, co ktéra liczba przedstawia, oraz w jakich jednostkach jest wy-
razony wynik pomiaru badz obliczen. Dlatego wszystkie dane nalezy zawsze
przedstawia¢ w jaki§ uporzadkowany sposdb zawierajacy réwniez ich opis.

Z tego powodu, w tym rozdziale, oméwimy podstawowe zasady przed-
stawiania danych dowolnego rodzaju w postaci uporzadkowanych zbioréw
i wykreséw oraz zasady przedstawiania wielkosci fizycznych i zapisu ich
jednostek.

8.1. Zasady zapisu wielkoéci fizycznych i ich jed-
‘nostek

Przygotowujac dowolne opracowanie (np. opis ¢wiczenia wykonanego w pra-
cowni) musimy zwraca¢ uwage na symbole uzywane do oznaczania wielkosci
fizycznych i ich jednostek. Wszystkie symbole wystepujace w tekscie opra-
cowania, jak réwniez w tabelach i na rysunkach musza by¢ wyraZne, aby
nie bylo watpliwosci, ktérym symbolem oznaczono dang wielko$¢ fizyczna.
Poniewaz coraz czesciej opracowania s przygotowywane przy uzyciu kom-
puterowych edytoréw tekstu, podamy ponizej zasady uzywania liter jako
symboli wielkosci fizycznych. Zasady te sa zalecane przez Miedzynarodows
Unie Fizyki Czystej i Stosowanej (International Union of Pure and Applied
Physics, w skrécie IUPAP) i obowiazuja w ramach ukladu SI [2]. Sa one
stosowane w tzw. duzej poligrafii i sa nastepujace.

1) Liczby, symbole jednostek miar, symbole pierwiastkéw chemicznych
piszemy drukiem prostym (antykwa).

2) Symbole skalarnych wielkoéci fizycznych piszemy drukiem pochylym
(kursyws, w anglojezycznych edytorach: italic).

3) Symbole wielkosci fizycznych wektorowych piszemy drukiem pochy-
lym pélgrubym.

145
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4) Symbole jednostek miar piszemy z jednym odstepem (spacja) po mia-
rze wielko$ci fizycznej; symbol jednostki miary nie jest skrotem, lecz
wielkoScia matematyczna 1 na jego oznaczenie uzywamy zazwyczaj
pierwszej litery nazwy jednostki (sa jednak wyjatki np. cd, mol, Hz).

5) Symbole jednostek miar piszemy matymi literami, chyba zZe nazwa
jednostki pochodzi od nazwiska np. A, N, Hz, nazwy jednostek pi-
szemy zawsze mala litera np. amper (A), niuton (N), sekunda (s).

6) Aby unikna¢ pisania liczb z duza liczba zer dla okreélenia warto-
éci znacznie wiekszych i znacznie mniejszych niz jednostka podsta-
wowa, wprowadza sie ich wielokrotnoéici lub podwielokrotnosci; sa
one jednostkami wtérnymi, wyraza sie je przez dodanie do nazwy lub
symbolu jednostki przedrostka lub jego symbolu wyrazajacego odpo-
wiedni mnoznik dziesigtny, przedrostek umieszcza sie bezposrednio
przed nazwa jednostki (np. pikofarad), a jego symbol bezposrednio
przed symbolem jednostki (nie wolno stosowaé odstepéw ani kresek)
np. us, pisze sie je tak jak jednostki drukiem prostym. Nie uzywa
sie przedrostkéw zlozonych, nie nalezy wiec pisaé: yuF a pF, kMW
a GW. Wykladnik potegi przy jednostce wtdrnej odnosi sie do ca-
lej jednostki wraz z przedrostkiem np. cm? oznacza (0.01m)?, us™!
oznacza (1076s)~ 1.

7) Mnozenie jednostek miar zapisujemy umieszczajac miedzy nimi pod-
niesiong kropke lub pozostawiajac miedzy nimi jeden odstep (spacje),
np. m-s lub m s. Dzielenie jednostek zapisujemy w jednej z trzech
postaci, np. %, m/s i m s~!. Nie wolno stosowaé podwéjnej kreski
utamkowej, np. m/s/s nalezy zapisa¢ m/s?. W przypadku gdy w mia-
nowniku wystepuje wiecej niz jedna jednostka, wskazane jest stosowa-
nie nawiaséw lub ujemnych wykladnikéw poteg, np. prawidlowy jest
zapis 1kg/(m-s) lub 1kg m~1s~!. Powyzsze zasady musza by¢ stoso-
wane rowniez przy tworzeniu zbioréw danych dowolnej postaci oraz
przy ich graficznym przedstawianiu.

W przypadku gdy opracowanie jest przygotowane w postaci rekopisu,
nie mozemy stosowac zasad wymienionych w punktach 1-3. Wielkosci wek-
torowe oznaczamy wéwczas piszac nad ich symbolami strzatke.

8.2. Tabelaryczne przedstawianie danych

Tabelaryczne przedstawianie danych polega na zestawieniu ich w postaci
listy (np. wartoéci liczbowych) ulozonej w pewien uporzadkowany sposéb.
Uporzadkowanie to ma na celu przygotowanie danych do dalszej analizy nu-
merycznej badz graficznej, utatwiajacej znalezienie zwiazkéw miedzy nimi,
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a takZe stworzenie mozliwosci ich wykorzystania. Wyniki pomiaréw badz
obliczen przedstawione w postaci uporzadkowanej listy ich wartoéci liczbo-
wych noszg nazwe tabel lub tablic.

8.2.1. Zasady sporzadzania tabel

Przy sporzadzaniu tabel nalezy postepowal zgodnie z ponizej podanymi
zasadami.

Kazda tabela musi byé opisana, tzn. zgodnie z przyjetymi zwyczajami
nad tabelg zamieszczamy informacje co ona przedstawia. Jest to nagléwek
tabeli. W nagléwku tabeli nalezy wyjasni¢ symbole wystepujacych wielko-
éci oraz podac ich jednostki. Jezeli oznaczenia wystepujace w tabeli zostaly
wczeéniej wyjasénione w tekécie, to nie musimy ich ponownie wyjasniac, ale
nalezy to zaznaczy¢ w nagléwku, zamieszczajac odpowiednia uwage, np.
Objasnienia w tek$cie. W przypadku gdy w opracowaniu wystepuje kilka
tabel z takimi samymi oznaczeniami, to nie musimy ich opisywac przy kaz-
dej tabeli. Wystarczy jesli zostaly wyjadnione w pierwszej tabeli, w ktorej
wystepuja. W nastepnych mozna wyjasnienia te opuécié, ale wtedy w na-
gtéwku nalezy zamiesci¢ uwage: Objasnienia jak w tabeli... W wyjgtkowych
przypadkach dodatkowe informacje mozna zamieszczal pod tabela, nalezy
jednak tego unikac.

Jezeli w danym opracowaniu wystepuje wiecej niz jedna tabela, to musza
one byé ponumerowane. Sposéb numeracji tabel jest zasadniczo dowolny,
jednak raz przyjetego sposobu musimy przestrzega¢ w calym opracowaniu.

Przystepujac do uktadania tabel musimy zwraca¢ uwage na ich przej-
rzystosé. Jezeli tabela zawiera duzo danych, w ktérych jest si¢ trudno zo-
rientowaé, jej uzytecznoéé jest mala. Dane zamieszczone w tabelach gru-
pujemy w kolumnach. W jednej kolumnie zamieszczamy dane dotyczace
jednej wielkoéci fizycznej, jednej prébki lub np. uzyskane w jednym la-
boratorium czy tez jedna metoda. Niezaleznie od nagléwka tabeli kazda
kolumna powinna mieé swéj nagléwek. Jezeli w nagléwku tabeli nie po-
dajemy jednostek, to nalezy je poda¢ w nagléwkach kolumn. Zazwycza]
w pierwszej kolumnie tabeli zamieszczamy liczbe porzadkowa, czyli numer
wiersza. Jezeli rezygnujemy z liczby porzadkowej, to te kolumng¢ po prostu
opuszczamy. W nastepnej kolumnie zamieszczamy zmienna niezalezna, a w
nastepnych tabelaryzowane wielkodci.

Jezeli tabela nie miesci sie na jednej stronie, to numerujemy poszczegélne
kolumny. Numery kolumn wpisujemy w wierszu ponizej nagtéwkéw kolumn.
Na nastepnych stronach nie zamieszczamy nagtéwkéw kolumn, a jedynie ich
numery.

W przypadku gdy danych jest niewiele, mozna sporzadzaé tabele w ukta-
dzie poziomym, a nie w kolumnowym, np. tabela 3.1 w tym opracowaniu.
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8.2.2. Rodzaje tabel

Tabele, w zaleznodci od tego jakie zwiazki miedzy danymi chcemy w nich
przedstawié, dzielimy na (patrz np. [19]):

— jakoSciowe,
— funkeyjne,
— statystyczne.

W tabelach jakosciowych zamieszczamy zestawienia interesujacych nas
cech jakosdciowych. Przykladem moze byé tabela 8.1, w ktérej zamieszczono
definicje jednostek podstawowych Miedzynarodowego Uktadu Jednostek SI.

Tabele funkcyjne przedstawiaja zalezno$¢ funkcyjna miedzy wielko-
Sciami fizycznymi, np. zaleznos¢ przebytej drogi od czasu. Czasami w takiej
tabeli przedstawiamy wyniki kolejnych pomiaréw (obliczen) tej samej wiel-
kosci fizycznej. Przykladem moze by¢ np. tabela 4.2.

Tabele statystyczne podaja zazwyczaj zalezno$¢ miedzy grupami da-
nych, z ktérych jedna jest ujeta jakoSciowo i traktowana jako zmienna nie-
zalezna, a pozostale ilo§ciowo. Tablice takie sa zamieszczane np. w roczni-
kach statystycznych. Sa one réwniez stosowane do przedstawiania danych
doéwiadczalnych, jak i wynikéw obliczen. Jako przyklad takiej tabeli za-
mieszczamy zestawienie wynikéw pomiaréw stalej grawitacyjnej G otrzy-
manych w latach 1990-1996 (tabela 8.2).

W praktyce bedziemy si¢ spotykali z dwoma rodzajami tabel, a miano-
wicie funkcyjnymi i statystycznymi. Szczegétowe omoéwienie zasad sporza-
dzania réznego rodzaju tablic mozna znalezé np. w [19].

- 8.3. Graficzne przedstawianie danych

Przedstawianie wynikéw pomiaréw w postaci wykresu stosuje sie zazwyczaj
wtedy, gdy mierzymy dwie lub wiecej wielkosci fizycznych, o ktérych wiemy
lub sqdzimy, e sa zwiazane jakas zaleznoscia funkcyjna, np. y = f(z). Wy-
kres zaleznodci y = f(z), w przeciwiefistwie do tabeli zawierajacej wyniki
pomiaréw, stanowi najbardziej pogladowe przedstawienie zaleznosci funk-
cyjnej, jest jej ,obrazem”.

W badaniach fizycznych graficznym przedstawieniem wynikéw postugu-
jemy sie przede wszystkim, gdy:

a) chcemy wykazaé, ze wielkodci y i z sg zwiazane uprzednio zalozona za-
leznoécia funkcyjng, tzn. chcemy poréwnaé wyniki pomiaréw z prze-
widywaniami teoretycznymi; wystepowanie systematycznych rdznic
oznacza niezgodnoé¢ danych dodwiadczalnych z przewidywaniami teo-
retycznymi i moze wskazywac na koniecznosc uécislenia teorii;
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Tabela 8.1: Przyklad tabeli jakosciowej

Jednostki podstawowe uktadu SI [1]

Lp.| Wielko$¢ | Jednostki miary | Definicja jednostki
‘ nazwa |symbol

1 dlugosdé metr m Metr jest to dlugoéé drogi przebytej w prézni
g
przez $wiatlo w czasie 1/299 792 458 sekundy.

2 masa kilogram kg Kilogram jest masa migdzynarodowego wzorca
tej jednostki przechowywanego w Miedzynaro-
dowym Biurze Miar w Sévres.

3 czas sekunda s Sekunda jest to czas réwny 9 192 631 770 okre-
som promieniowania odpowiadajacego przej-
$ciu migdzy dwoma nadsubtelnymi poziomami
stanu podstawowego atomu !33Cs (cezu 133).

4 natqienie amper A Amper jest to prad elektryczny nie zmienia-
peru elek- | Jafcy si¢, ktéry plynac w .dwoch pI.‘ZeWOfiaCh

. réwnolegleglych, prostoliniowych, nieskoricze-
trycznego nie dlugich, o przekroju kolowym znikomo ma-

lym, umieszczonych w prézni w odleglosci 1 m
od siebie, wywolalby mi¢dzy tymi przewodami
site 2 107 N na kazdy metr dlugosci.

5 temperatura kelwin K Kelwin jest to 1/273.16 temperatury termody-
namicznej punktu potréjnego wody; stosuje si¢
do wyrazania temperatury termodynamicznej
T i réznicy temperatur.

6 {ilos¢ mate- mol mol | Mol jest to iloéé materii, wystepujaca gdy
s liczba czastek jest réwna liczbie atomdw za-
Tl : 12
wartych w masie 0.012 kg 12C (wegla 12); przy
stosowaniu mola nalezy okresli¢ rodzaj czaste-
czek; moga nim byé: atomy, molekuly jony,
elektrony itp., albo okreslone zespoly takich
czastek.

7 swiatlos¢ kandela cd Kandela jest to swiatlodé, jaka ma w okre-
$lonym kierunku #rédlo emitujace promie-
niowanie monochromatyczne o czgstosci 540
1012 Hgz, i ktérego natezenie w tym kierunku
jest réwne 1/683 W /sr.
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Tabela 8.2: Przyklad tabeli statystycznej

Zestawienie wynikéw pomiaréw stalej grawitacyjnej G
otrzymanych w latach 1990-1996 [20]

Autorzy G [1071 m3 572 kg™1]
Muller § inni (1990) 6.680 + 0.027
Zumberge i inni (1991) 6.677 £ 0.013
Schurr i inni (1991) 6.66 + 0.06
Yang i inni (1991) 6.672 + 0.040
Schurr i inni (1992) 6.6613 + 0.0011
Oldham i inni (1993) 6.671 + 0.015
| 6.703 + 0.035
Walesch i inni (1994) 6.6724 =+ 0.0015
L Walesch i inni (1995) 6.6719 + 0.0008
> ' Fitzgerald i Armstrong (1995) | 6.6656 =+ 0.0006
’ Hubler i inni (1995) 6.678 =+ 0.007
6.669 £ 0.005
Meyer i inni (1995) 6.6685 <+ 0.0007
Fitzgerald (1995) 6.6659 + 0.0006
Michaelis i inni (1995/96) 6.71540 £ 0.00056
6.7174 £ 0.0020
Bagley i Luther (1996) 6.6739 + 0.0011
6.6741 £ 0.0008

b) w przypadku braku danych teoretycznych chcemy przewidzie¢ typ za-
leznoéci funkcyjnej miedzy mierzonymi wielkosciami lub gdy chcemy
ustali¢ zaleznoé¢ empiryczng miedzy dwiema wielkoSciami, jest to
przypadek wystepujacy szczegdlnie czesto przy kalibracji przyrzadéw
pomiarowych;

¢) chcemy graficznie wyznaczyé wartosé jakiej§ wielkosci (wspétczyn-
nika) wystepujacej w zaleznodci funkcyjnej (ten sposéb w zwiazku
z rozwojem metod komputerowych jest coraz rzadziej stosowany);

d) wyznaczonej zaleznosci funkcyjnej nie mozna przyblizyé zadna prosta
zaleznodcia (np. petla histerezy), w tym przypadku wykres stanowi
ostateczng forme przedstawienia wynikéw;

e) badamy rozkltad wynikéw pomiaréw w danej serii, sporzadzamy wtedy
histogramy omdéwione w rozdziale 4.
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8.3.1. Najczesciej uzywane papiery funkcyjne

Wykresy wykonuje sie na tzw. papierze funkcyjnym. Na papier funkcyjny
jest zawsze naniesiona odpowiednia siatka. Siatke stanowi ukfad nadruko-
wanych linii, miedzy ktérymi zachodza zwiazki zalezne od rodzaju siatki,
np. siatka milimetrowa skltada si¢ z dwéch prostopadiych do siebie ukta-
déw linii prostych réwnoleglych o odlegtoéci miedzy liniami 1 mm. Istnieje
wiele rodzajéw siatek, wybdr okreSlonego rodzaju siatki jest zalezny od
analizowanej zaleznoéci funkcyjnej. Szczegélowe oméwienie réznych siatek,
zasady tworzenia i postugiwania si¢ nimi mozna znalezé np. w [21] (patrz,
takze [13]).

A /2 B

4 3nl4 /4
3 (/75T
SRR )
5n/4 ==/ Trl4
0 3n/2
0 1 2 3 4
C D
100.0 100.0 .
10,0 -k 10.0 r
1.0 1.0
0.1 0.1 i

0 1 2 3 4 014 1.0 100 100.0

Rys. 8.1: Przyklady papieréw funkcyjnych do sporzadzania wykreséw. Siatka: A) k-
niowa, B) biegunowa, C) péllogarytmiczna, D) logarytmiczna

Najczesciej uzywane rodzaje papieréw funkcyjnych przedstawiono na ry-
sunku 8.1, naleza do nich:
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— papier z siatka milimetrows, nazywany potocznie papierem milime-
trowym (rys. 8.1A);

— papier z siatka biegunowa;

— papier z siatka pdtlogarytmiczna, nazywany potocznie papierem pét-
logarytmicznym lub papierem logarytmicznym (rys. 8.1C);

— papier z siatka logarytmiczna, nazywany potocznie papierem logaryt-
micznym, (rys. 8.1D).

W przypadku papieréw z siatka pétlogarytmiczng i logarytmiczna najcze-
Sciej przyjmuje si¢ za podstaW(; logarytmu 10.

Papier z siatka milimetrowa ma charakter uniwersalny i jest najczesciej
stosowany. Uzywany jest do réznego rodzaju wykreséw, przede wszystkim
wowczas, gdy spodziewamy si¢ liniowej zaleznoéci miedzy mierzonymi wiel-
koSciami, oraz gdy mierzone wielkosci zmieniaja si¢ w zakresie mniej wiecej
jednego rzedu. ‘

Papier z siatka pélogarytmiczna jest uzywany przede wszystkim wtedy,
gdy spodziewamy sie zaleznosci typu:

y = ab™,

(przy czym a i c sa stale i moga byé nieznane), poniewaz logy = loga +
cz logb, a wiec logy jest liniowa funkcja z i wykres jest linia prosta. Sto-
suje si¢ go réwniez, gdy jedna z wielkoSci zmienia sie znacznie (np. o kilka
rzedéw), a druga zmienia si¢ parokrotnie.
~ Papier z siatky logarytmiczng stosuje sie, gdy spodziewamy sie zaleznosci
ktypu: ‘
y = az® )
(stale a i b moga byc nieznane), oraz gdy obie mierzone wielkosci zmieniaja
si¢ w zakresie paru rzed6w.

8.3.2. Zasady sporzgdzania wykreséw

Przed przystapieniem do wykonania wykresu nalezy dokonaé wyboru pa-
pieru funkcyjnego z odpowiednia siatka, pamietajac o tym, ze w fizyce na
og6t na osi odcietych (poziomej) odklada sie zmienna niezalezna, a na osi
rzednych (pionowej) zmienna zalezna. Nastepna czynno$cia jest dobranie
skali. Wybierajac skale nalezy przestrzegac nastepujacych regul:

a) punkty dos§wiadczalne nie moga by¢ zgrupowane na matym fragmen-
cie rysunku (rys. 8.2A) i powinny pokrywaé caly wykres (rys. 8.2B),
a skala nie musi zaczynad sie od zera;

b) skala powinna by¢ mozliwie prosta.
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Rys. 8.2: A) Wykres malo uzyteczny — nieprawidiowy. B) Te same wyniki przedsta-
wione w prawidlowy sposéb

Na przyklad przy siatce milimetrowej 1 cm powinien, jesli tylko jest to
mozliwe, odpowiadaé¢ 1-10™, 2-10” lub 5-10™ (n dowolna liczba catkowita)
jednostkom. Dopuszczalny jest oczywiscie inny podzial, ale proponowany
powyzej jest najwygodniejszy przy odczytywaniu i nanoszeniu danych.
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Rys. 8.3: Przyklady opisu osi: A) przy pomiarach rozszerzalnoéci liniowej (Al wydiu-
zenie preta); B) przy pomiarach napiecia na kondensatorze roztadowywanym
przez opdr

Kolejng czynnoscia jest opisanie obu osi uktadu wspdtrzednych za po-
mocg nazw lub symboli obu wielkosci i ustalenie jednostek miar. Usta-
lajac jednostki miar wygodnie jest wybra¢ mnoznik dziesietny taki, aby
dziatki skali opisywaé liczbami 1,2,3,..., czy tez 10,20,30,..., a nie

100000, 200000, . .. lub 0.00001,0.00002, ...

itd. Na rysunku 8.3A przed-
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stawiono przyklad opisu osi na papierze funkcyjnym z siatka milimetrows,
a na rysunku 8.3B z siatka pétogarytmiczna.

Na tak przygotowany papier funkcyjny nanosimy punkty do$§wiadczalne.
Punkty doéwiadczalne musza by¢ zaznaczone wyraZnymi symbolami (np. e,
X, o, *) tak, aby byly dobrze widoczne. Jezeli nanosimy na wykres punkty
otrzymane w réznych warunkach, czy dla réznych prébek, to muszq one
réznié sie symbolami. Na wykresach powinny by¢ zaznaczone niepewnoéci
pomiarowe. Mozna je zaznacza¢ na przyktad za pomocg symboli:

oo [

Prostokat taki nazywamy prostokatem bledéw.

Na ogét, gdy dla jednej wartoéci zmiennej niezaleznej wykonujemy sze-
reg pomiaréw zmiennej zaleznej, wéwczas na wykres nanosimy ich érednia
arytmetyczng lub $rednia wazona. W niektérych przypadkach, gdy chcemy
przedstawi¢ rozrzut wynikéw pomiaréw, nanosimy wszystkie zmierzone
wartoéci. Na wykresach nanosimy zasadniczo btad maksymalny. W przy-
padkach gdy nanosimy odchylenia standardowe serii lub éredniej serii mu-
simy to wyraZnie zaznaczy¢ w opisie rysunku.

“'Kazdy rysunek musi byé zaopatrzony podpisem, w ktérym podajemy,
jaka zaleznoé¢ on przedstawia. Oprécz tego podpis pod rysunkiem musi
zawiera¢ objasnienie stosowanych symboli. Jesli sa one wyjasnione w tek-
$cie, do ktdérego dolaczony jest rysunek, to nie musimy ich powtarzac, ale
nalezy to zaznaczy¢ w podpisie, zamieszczajac odpowiednia formute, np.:
Objasnienia w tekscie. W przypadku gdy do tekstu jest dotaczonych kilka
rysunkéw z tymi samymi oznaczeniami, to nalezy objasni¢ je na pierw-
szym rysunku, na ktérym one wystepuja, a na nastepnym mozna zamiescic
uwage: Oznaczenia jak na rys...

W celu pokazania przebiegu badanej zaleznoSci pomiedzy punktami do-
Swiadczalnymi prowadzimy krzywg gladkg — ,na oko” — uiywajac krzy-
wika, albo jesli znamy postaé zaleznosci funkcyjnej, to znajdujemy ja me-
toda najmniejszych kwadratéw. Przeprowadzajac krzywa przy uzyciu krzy-
wika powinni$my sie staraé, aby na kazdym odcinku krzywej liczba punktéw
po prawej 1 lewej stronie byla mozliwie jednakowa, oraz aby krzywa prze-
chodzita jedli nie przez wszystkie, to przez wiekszos¢ prostokatéw bledu.
bLaczenie ze sobg poszczegdlnych punktéw dodwiadczalnych jest nieprawi-
diowe. Ponlewaz kazdy pomiar jest obarczony jakim$ bledem, rozrzut wy-
nikéw pomiaréw jest rzecza naturalna i laczenie poszczegdlnych punktéw
moze sugerowaé skokowy charakter zaleznosci, co nie zawsze ma miejsce.
Jezeli jednak podejrzewamy skokowy charakter zaleznodci, to musimy za-
gesci¢ punkty pomiarowe. Na rysunku 8.4A przedstawiono nieprawidlowy
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wykres z linia lamana, za$ na rysunku 8.4B wykres prawidlowy z linia
gtadka poprowadzona przy uzyciu krzywika.
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Rys. 8.4: Prowadzenie linii na wykresie: A) nieprawidlowe, punkty pomiarowe potla-
czone linia tamang; B) prawidlowe

Czesto zdarza sie, ze na wykresie przedstawiamy poréwnanie przewi-
~ dywari teoretycznych z wynikami pomiaréw. Wtedy albo nie zaznaczamy
punktéw obliczonych i prowadzimy linie, albo musza si¢ one bardzo wyras-
nie odrozniaé od punktow doswiadczalnych. Zazwyczaj nie nanosi sie punk-
téw obliczonych, a prowadzi sie linie. Tak samo postepujemy w przypadku
dopasowywania funkcji do danych dodwiadczalnych metoda najmniejszych
kwadratéw.
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Rys. 8.5: A) Naniesienie granic bledéw sugeruje zgodnoéé wynikéw z poprowadzona
krzywa; B) to samo, ale bledy mniejsze, odchylenie od krzywej wskazuje na
istotne réznice
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Nanoszenie granic bledéw punktéw pomiarowych jest konieczne, gdy wy-
stepuja odstepstwa od przewidywan teoretycznych. Przypadek taki przed-
stawiono na rysunku 8.5. Zaznaczanie bledéw pomiarowych, gdy wszystkie
pomiary s3 obarczone tym samym bledem, moze by¢ ograniczone do jed-
nego punktu, w przeciwnym razie nalezy zaznaczaé bledy dla wszystkich
punktéw. W przypadkach gdy nanoszenie bledéw nie wnosi zadnych infor-
macji, nie nanosimy ich, poniewaz zaciemnialyby jedynie wykres. Zasady
sporzadzania wykreséw zostaly bardzo przystepnie przedstawione w [7] roz-
dzial 11 (patrz takze [10, 13, 19]).

8.4. Graficzne oszacowanie bledu

Nie nalezy do rzadko$ci odczytywanie danych z wykresu. Dane odczytu-
jemy z wykresu wowczas, gdy nie mozemy dopasowac do wynikéw pomia-
réw zaleznosci funkcyjnej metoda najmniejszych kwadratéw, oméwiong w
rozdziale 3.5. Sytuacja taka moze wystapi¢ na przyklad przy kalibracji przy-
rzaddéw, czy tez wtedy, gdy blad Zadnej z mierzonych wielkosci fizycznych
nie moze by¢ pominiety (por. rozdzial 3.5 i 5.4). W dalszym ciggu tego
rozdziatu zajmiemy sie przypadkiem, gdy zalezno$¢ miedzy mierzonymi
wielko$ciami fizycznymi jest dana jedynie w postaci wykresu. Poniewaz
wielkoéei mierzone bezposrednio sa obarczone btedem pomiarowym, wobec
tego i wykreslona krzywa tez bedzie obarczona bledem. Powoduje to, ze
warto$¢ odczytana z wykresu bedzie réwniez obarczona bledem. Blad ten
mozna oszacowac graficznie. Graficzne oszacowanie bledu polega na osza-
cowaniu bledu wykreslonej krzywej, a nastepnie na ocenie bledu wielkosci
odczytanej z wykresu.

Przedstawione ponizej graficzne oszacowanie bledu jest niezalezne od -
tego czy na wykresie zaznaczono bledy maksymalne, czy odchylenia stan-
dardowe; w opisie wykresu musi to by¢ jednak wyraznie zaznaczone. Nalezy
jednak zaznaczyé, ze na ogét graficznie oszacowujemy blad maksymalny.

8.4.1. Oszacowanie bledu wykreslonej krzywej

Zasade oszacowania bledu wykreslonej krzywej przedstawiono na ry-
sunku 8.6. Ponizej omdéwimy sposéb, w jaki dokonujemy tego oszacowania.
Zaléimy, ze dokonaliSmy N pomiaréw zaleznych wielkosci fizycznych
z oraz y. W wyniku pomiaréw otrzymaliSmy wiec N par wartosci (z;, y;)
(:=1,2,...,N). Wartoéci (z;, y;) nanosimy na papier funkcyjny w ukladzie
wspolrzednych XY i w kazdym punkcie zaznaczamy prostokat btedéw.
Na rysunku 8.6 punkty o wspéirzednych (z;,y;) oznaczono czarnymi
kropkami (e); dla przejrzystoéci rysunku nie zaznaczono prostokatéw bledu.
Nastepnie, pamietajac o zasadach podanych w rozdziale 8.3, wykreslamy
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) 4

Rys. 8.6: Przyklad graficznego przedstawienia przedzialu, w ktérym zawarta jest wy-
kredlona krzywa. Linia ciagla przedstawiono wykreélona krzywa, a liniami
przerywanymi granice przedzialu. Pozostale objasnienia w tekécie

przy uzyciu krzywika krzywa (linia ciggla na rysunku 8.6). Po wykresleniu
krzywej obieramy na niej kilka (lub wigcej w zaleznosci od zakresu) punk-
téw. Zazwyczaj pierwszy punkt obieramy na poczatku wykresu, a ostatni
na koficu, pomiedzy nimi powinien by¢ co najmniej jeden punkt. Na ry-
sunku 8.6 obrane punkty oznaczono kétkiem (o). Wokél obranych punk-
téw rysujemy prostokaty btedéw i przez ich wierzchotki prowadzimy jedna
krzywa powyzej, a druga ponizej wykreslonej krzywej. Krzywe te na ry-
sunku 8.6 wykreslone sa linig przerywana i czasem sg nazywane krzywymi
bledu.

Poniewaz blad, jakim jest obarczony dowolny punkt lezacy na wykre-
$lonej krzywej y = y(z) nie przekracza bledéw, jakimi byly obarczone
punkty pomiarowe, to przyjmujemy, ze rzeczywisty przebieg krzywej, w cze-
sci przedstawionej na wykresie, jest zawarty w obszarze ograniczonym krzy-
wymi btedu (linie przerywane na rysunku 8.6).

Pozostaje nam jeszcze wyjasni¢, jak znajdujemy prostokat bledu w obra-
nych punktach. Jezeli prostokaty bledéw wszystkich zmierzonych punktéw
(zi,y:) (¢ =1,2,...,N) sa takie same, to prostokaty bltedéw w obranych
punktach beda jednakowe i réwne prostokatom bledéw punktéw zinierzo-
nych. W przypadku gdy poszczegdlne pary (z;,%;) maja réine prostokaty
btedéw, to na koricach wykresu prostokaty btedu obranych punktéw mu-
szg by¢ réwne odpowiednim prostokatom bledu punktéw skrajnych (z,y);
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w punktach obranych miedzy punktami skrajnymi, prostokatom btedéw im
najblizszych punktéw.

Jezeli znamy odchylenia standardowe (a nie bledy maksymalne), to za-
ktadamy okreslony poziom ufnoéci i korzystajac z dystrybuanty rozkladu
normalnego standaryzowanego badz rozkladu ¢-Studenta znajdujemy prze-
dzialy ufnoéci, a nastepnie wykreslamy odpowiadajace im prostokaty ble-
dow.

8.4.2. Oszacowanie bledu wartosci odczytanej z wykresu

Przyjmijmy, Ze mamy zmierzona zaleznoé¢ miedzy wielkosciami fizycznymi
z i y. Wykres tej zaleznodci jest przedstawiony na rysunkach 8.7 i 8.8.
Aby nie komplikowaé rysunkéw, nie zostaly zaznaczone na nich punkty

|
XA-AX XA XA+AX X

Rys. 8.7: Ocena bledu wartosci odczytanej z wykresu zmiennej y. A) blad zmiennej
z jest do pominiecia; B) bledu zmiennej z nie mozna pominaé. Objasnienia
w tekscie

dos$wiadczalne, a jedynie krzywa poprowadzona na ich podstawie (linia cia-
gla) przedstawiajaca zalezno$¢ y(z) oraz krzywe bledu (linie przerywane).
Majac ustalong wartos¢ r 4 mozemy z wykresu odczytaé odpowiadajaca jej
warto$¢ y4, lub na odwrdt, majac ustalona warto$é y4 odczytujemy z 4.

1) Odczytujemy z wykresu warto$é yy.

Zasade oceny bledu wartosci ya = y(z4) przedstawiono na rysun-
ku 8.7A. Z punktu z4 prowadzimy do przecigcia z gérna krzywa bledu
prosta réwnolegla do osi rzednych (osi y). Rzedna punktu przeciecia z po-
prowadzong krzywa (na rysunku 8.7A oznaczonego kétkiem o) jest szukana
wartoscia ya. Rzedne punktéw przeciecia tej prostej z krzywymi bledu,
oznaczone na rysunku 8.7A gwiazdkami (x), sa granicami przedzialu, w
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ktérym jest zawarta szukana wartoS¢ y4. Na rysunku 8.7A sa to punkty y;
i ya. ;
Bardziej zlozona jest sytuacja, gdy wartoé¢ x4 jest obarczona bledem
Az. Aby odczytal z wykresu warto$é y4 oraz przedziat, w ktérym jest ona
zawarta, postepujemy podobnie jak powyzej. Musimy zwrécic jednak uwage
na to, czy wykres przedstawia funkcje rosnaca, czy malejaca. Przyjmijmy, ze
rosnacy. Szukamy wtedy rzednej yo punktu przeciecia prostej poprowadzo-
nej z punktu z 4 — Az i réwnoleglej do osi y, z dolna krzywa bledu, a nastep-
nie rzednej y; punktu przeciecia prostej, poprowadzonej z punktu x4 + Az
i réwnolegtej do osi y z gérna krzywa bledu. Na rysunku 8.7B przed-
stawiono omawiany przypadek. ‘Gdy funkcja jest malejaca, postepujemy
odwrotnie. Wyznaczamy w ten sposéb przedzial, w ktérym jest zawarta
szukana warto$é ya4, w ogdlnoéci moze on by¢ niesymetryczny. W takim
przypadku za granice bledu odczytanej wartosci przyjmujemy wieksza

z liczb |y; — yal i |ly2 — yal.
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Rys. 8.8 Ocena bledu wartoéci odczytanej z wykresu zmiennej z. A) blad zmiennej
y jest do pominiecia; B) bledu zmiennej y nie mozna pominaé

2) Odczytujemy z wykresu wartosé x 4.
Postepowanie w tym przypadku jest takie samo, jak w poprzednim. Za-
sade oceny bledu wartosci 4 przedstawiono na rysunkach 8.8A i 8.8B.

3) Oszacowanie bledu wspotrzednych punktu przeciecia sie dwoch krzywych.

Nanosimy na papier funkcyjny wyniki pomiaréw i przy uzyciu krzywika
wykredlamy obydwie krzywe. Odczytujemy z wykresu wspétrzedne (z,, yp)
punktu przeciecia sie krzywych. Dla kazdej krzywej w poblizu punktu prze-
ciecia wykre$lamy krzywe bledu. Przedstawia to rysunek 8.9, na ktérym
punkt przeciecia oznaczono kétkiem (o), a krzywe btedu liniami przerywa-
nymi. Jak wida¢ z rysunku 8.9, w poblizu punktu przeci¢cia obszary ogra-
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niczone krzywymi bledu czeciowo si¢ pokrywaja. Na rysunku 8.9 jest to
obszar zakreskowany. Punkty skrajne zakreskowanego obszaru, oznaczone
na rysunku 8.9 gwiazdkami (x), wyznaczaja granice btedu wspélrzed-
nych punktu przecigcia.

T AY
Yy
7% E L
Y
Y2 \ i
] pt
]
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]
i
T B \
X4 Xp Xg X

Rys. 8.9: Ocena bledu wspétrzednych punktu przeciecia krzywych. Objasnienia w tek-
$cie



9. Ocena btedu w przypadku, gdy bledy
przypadkowe 1 systematyczne sa
porownywalne

Przypadek ten wystepuje zawsze tam, gdzie doktadno$¢ przyrzadu pomia-
rowego jest poréwnywalna z rozrzutem wynikéw pomiarow, a w przypadku
wielkoSci ztozonej réwniez, gdy ktdras z wielkosci mierzonych bezposrednio
zostala zmierzona jeden raz. PoniZej przedstawimy sposoby oszacowania
btedu, gdy zachodza wyzej wymienione przypadki oraz gdy blad systema-
tyczny jest spowodowany doktadnoscia przyrzadu pomiarowego.

9.1. Ocena bledu maksymalnego

9.1.1. Pomiary bezpo$rednie

Zalézmy, 7e wykonaliémy N pomiaréw bezposrednich wielkosci fizycz-
nej z uzywajac miernika o dokladnodci € i otrzymalidémy zbiér wartosci
z1,2Z2,...,2N. Zatézmy ponadto, e rozrzut wynikéw pomiaréw byt poréw-
‘nywalny z doktadnoécia miernika, tzn. ¢ nie mozna pomina¢ w poréwnaniu
z Sy ani Sz oraz odwrotnie, S, ani Sz nie mozZna pomingé¢ w poréwna-
niu z €. Na podstawie serii pomiaréw znajdujemy Srednia arytmetyczna
Z, ktéra oprdécz niepewnosci spowodowanej bledami przypadkowymi jest
réwniez obarczona bledem e. Aby dokonaé¢ oszacowania bledu maksy-
malnego, nalezy rozpatrzy¢ dwa przypadki, a mianowicie:

- gdy liczba pomiaréw jest tak duza, Ze do oceny bledéw przypadko-
wych mozemy stosowaé rozktad normalny;

— gdy liczba pomiaréw jest mala i nalezy stosowad rozklad t-Studenta.

W pierwszym przypadku, jak powiedziano w rozdziale 5.2.2, jako blad mak-
symalny $redniej arytmetycznej mozna przyja¢ 3Sz. Wowczas blad maksy-
malny wielkoSci mierzonej bedzie

Az = €+ 385z, (9.1.1)

a wynik pomiaru zapiszemy:

r = I+ Az, (9.1.2)

161
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przestrzegajac zasad podanych w rozdziale 1.1.4. W drugim przypadku,
zgodnie z tym co powiedziano w rozdziale 6.2, jako btad maksymalny
éredniej arytmetycznej mozna przyjaé: to.997S5z, gdzie wspélczynnik Zo.997
jest zalezny od liczby stopni swobody k = N — 1. W tym przypadku btad
maksymalny wielkoéci mierzonej bedzie: ' ’

Az = €+ tg.0975% . (913)

9.1.2. Pomiary posrednie

W przypadku pomiaréw posrednich korzystamy z reguly przenoszenia ble-
déw maksymalnych podanej w rozdziale 2.2, wzér (2.2.10). Jednak jezeli
btedy przypadkowe i systematyczne s3 poréwnywalne lub gdy jedne z wiel-
kodci mierzonych bezposrednio sg obarczone tylko bledami przypadkowymi,
a inne systematycznymi, wystepuje réznorodnoéé w oszacowaniu bledéw
maksymalnych, ktéra musimy wzia¢ ped uwage.

Wyjaénimy to na przykladzie. Niech wielkos¢ ztozona z bedzie funkcja
wielkosci a, b, c,d, e, tzn. z = f(a,b, ¢,d, e). Przyjmijmy, ze:

— wielkoé¢ fizyczna a zmierzyliémy jeden raz i otrzymaliémy warto$¢ a,,
z doktadnodcia Aa;

— wielko$é b zmierzyliSmy N razy i okazalo sie, ze bledy przypadkowe
s na tyle duze, iz blad systematyczny mozna pomingé; z pomiaréw
obliczyliémy bi Sj; za blad maksymalny Ab mozemy wiec przyjac 353
lub t9.997.5; W zaleznosci od liczby pomiaréw N;

— wielkoéé ¢ zmierzyliémy M razy i bledy przypadkowe byty poréwny-
walne z bledem systematycznym; z pomiaréw obliczyliémy ¢ i Se; btad
maksymalny Ac obliczamy ze wzoru (9.1.1) lub (9.1.3) w zaleznosci
od liczby pomiaréw M;

— warto$é wielkodci d i jej blad maksymalny wyznaczyliSmy graficznie
i otrzymaliémy odpowiednio d,, i Ad;

- z dopasowania metoda najmniejszych kwadratéw wyznaczyliémy war-
to$¢ wielkodci e, otrzymaliémy warto$¢ e i odchylenie standardowe
Se; wartodéé 35, zgodnie z tym co powiedziano w rozdziale 9.1, mo-
zemy przyjaé za bltad maksymalny Ae.

Blad maksymalny wielkodci zlozonej 2z = f(a,b;c,d, e) bedzie wiec mozna
przedstawi¢ w postaci:

of of
—5;) am,E,E,dm,ekAa‘ + ‘ (%)am,g,f,dm,ek

of af af
T ‘(E)am,é,a,dm,ekAcl + |(52) am,E,a,dm,ekAd' T |<E) am,B,E,dm,ekAe )

Az = l( Ab; | (9.1.4)
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9.2. Statystyczna ocena bledu

9.2.1. Pomiary bezposrednie

W przypadku serii pomiaréw, jedli rozrzut wynikéw jest poréwnywalny z
dokladnoscia przyrzadu pomiarowego, a jej liczebno$¢ N jest na tyle duza,
ze w nieobecnodci bledéw systematycznych mozemy do oceny bledu sto-
sowal rozklad Gaussa, to do oceny poziomu i przedzialu ufnosci mozna
stosowal metody statystyczne [22].

Na poczatku zalézmy, ze jedynym Zrédlem bledu jest dokladnosé
przyrzadu pomiarowego ¢ i jest to blad maksymalny. Statystycznie prze-
dzial [zo — €, o + €] wyznaczony przez blad maksymalny mozna interpre-
towadé jako przedzial, w ktérym z prawdopodobiefistwem P = 1 sa zawarte
wszystkie wyniki pomiaréw. Poniewaz nie ma zadnego powodu by uwazad,
ze jakas wartos¢ z tego przedzialu moze wystapi¢ czedciej niz inna, mozemy
przyjaé, ze funkcja rozkladu ma jednakowa wartos$c dla wszystkich wartosci
r otrzymanych z pomiaréw. Wynika z tego, Ze zawsze zachodzi nieréwnosé
zo — € < z < zg + £. Nieréwnoéé ta mozemy zapisa¢ —¢ < z — zg < €.
Poniewaz z — 2o = &' jest bledem bezwzglednym, nieréwnoé¢ przyjmie po-
sta¢ —¢ < & < e. Oznacza to, Ze bledy bezwzgledne wynikéw pomiaréw
beda zawarte w przedziale okreSlonym przez blad maksymalny oraz ich
funkcja rozkladu w tym przedziale bedzie miata stala wartoéé, a poza tym
przedzialem bedzie réwna zero. Rozklad ten ma wigc postaé

n _ Jc dla —e<d<e
0(5) = { 0 dla pozostatych wartosci . (9.2.1)
Warunek normalizacji (4.2.6) w tym przypadku przyjmie postaé
/ 0(8')ds' = / cds = 1. (9.2.2)

Korzystajac z warunku normalizacji znajdujemy wartos¢ ¢, wynosi ona
1
c= —. 9.2.3
2e ( )

Wobec tego rozklad (9.2.1) zapiszemy:

gdy —e<dé <e

dla pozostalych wartosci §. (9.2.4)

pe
o) = { %

Rozklad ten nosi nazwe rozkladu prostokatnego lub jednostajnego. Na
rysunku 9.1 przedstawiono przyktad rozkladu prostokatnego dla wynikéw
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pomiaréw O(z) i dla bledéw bezwzglednych ©(68). Jak widaé z rysunku 9.1
oba te rozklady sg jednakowe, réznice wystepuja jedynie na osi odcietych,
poniewaz § = z — zg.

ay

o(x)
0(3)

Rys. 9.1: Przykladowy wykres rozktadu prostokatnego dla wynikéw pomiaréw O(z)
i dla bledéw bezwzglednych ©(9)

Jezeli wyniki pomiaréw sg obarczone tylko bledami przypadkowymi,
to, zgodnie z tym co powiedziano w rozdziale 5.1, rozktad btedéw przypad-
kowych bedzie rozkladem Gaussa, tj.

2
o(6") = ——e5F . (9.2.5)

ovV2r
W przypadku gdy wynik pomiaru bedzie obarczony bledem zwiazanym
z dokladno$cia przyrzadu i bledem przypadkowym, catkowity blad § jest
sumg obydwdch wymienionych bledéw, tj. § = &’ + §”. Poniewaz kazdy
z tych bledéw jest zmienna losowa i sa one od siebie niezaleine, to jak

pokazano w twierdzeniu 1 Dodatku G funkcja rozktadu sumy tych dwéch
btedéw jest splotem rozktadu ©(8') i ¢(8"), tj.

£(6) = / 08 p(5— 6ds'. | (9.2.6)

— 00

Funkcja ©(4’) jest rézna od zera, gdy —e < &' < €, a wiec wzdr (9.2.6)
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przyjmie postac:

£6) = —2%/99(5—5’)(16'. (9.2.7)

Dokonajmy teraz zamiany zmiennych w calce (9.2.7) wprowadzajac
zmienng 8" = § — &', wtedy dé” = —dé’ i calka ta przyjmie postac:

§—¢ S+e
_ __1_ (SN St i/ " g5t
£(6) = % / o(6")d8" = % o(8")dé" . 9.2.8)
+e —€

Korzystajac z wlasnoéci catek oznaczonych wyraZenie to mozemy zapisac
jako

§+e 5——5
€0) = o [ / o(8")d6" — / go(é”)dé”} . 9.2.9)

=00 -00

Calki wystepujace w nawiasach sa dystrybuahﬁami ® rozkladu normalnego
(por. rozdzial 5.1), wobec tego funkcja £(8) przyjmuje postaé

£(5) = 2%[@(5 +e)—B(5—e)]. (9.2.10)
Tak wiec funkcja rozkladu bledéw &(8), w przypadku gdy btad maksy-
malny i bledy przypadkowe sa poréwnywalne, wyraza sie poprzez dystrybu-
anty rozkladu normalnego zalezne od é+€ i §—¢, czyli prawdopodobienstwo
dP(8) tego, ze blad pojedynczego pomiaru bedzie zawarty miedzy & a §+dé
wynosi dP(8) = £(8)dé.

Korzystanie przy ocenie poziomu i przedzialu ufnosci z funkcji roz-
ktadu danej wzorem (9.2.10) i jej dystrybuanty jest niewygodne, ponie-
waz dla kazdej wartoéci 0% i € musimy ja tablicowaé. Z tego powodu
przedstawimy funkcje rozktadu (9.2.10) korzystajac z wprowadzonej w
rozdziale 5.2 zmiennej losowej standaryzowanej. Zmienna standaryzowana
u = 6&/d = (z — zg) /0. Poniewaz dP(§) = dP(u) oraz dé = odu, to zacho-
dza zwiazki £(8)dé = {(ou)odu = &,(u)du (por. rozdzial 5.2.1), a gérna
i dolna granica calkowania we wzorze (9.2.9) wyniosa odpowiednio u+¢/o
i u — /0. Funkcja rozkladu (9.2.10) przyjmie wiec postac:

1
2(e/0)

&u(usefo) = [®u(u+e/o) — Pu(u—ce/o)]. (9.2.11)

Funkcja @, jest dystrybuanta rozkladu normalnego standaryzowanego dana
wzorem (5.2.13).
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Na rysunku 9.2 przedstawiono przyktadowy wykres funkcji rozktadu pro-
stokatnego ©(u), normalnego ¢(u) oraz ich splotu &(u). Obliczenia wyko-
nano przy zalozeniu ¢ = 1 oraz € = 3, tzn. Zze odchylenie standardowe sta-
nowi zaledwie 1/3 bltedu maksymalnego. Szerokosc¢ splotu &(u) jest wigksza
niz ktérejkolwiek z funkcji ©(u) i p(u).

0.50
o(u) ] o(u)
o) ] o~
é(U) - ! \
0.25 — ; R o(u)

- 0.00

Rys. 9.2: Przyklad rozkladu prostokatnego @(u), rozktadu normalnego ¢(u) oraz ich
splotu &(u)

Rozwazania przedstawione powyzej dotyczg funkcji rozktadu pojedyn-
czego pomiary, jak i $redniej arytmetycznej, poniewaz zmienna standaryzo-
wana u jest zdefiniowana dla obu tych wielkosci (por. rozdziatl 5.2.1). Zaj-
miemy sie dalej rozktadem $redniej arytmetycznej T. W przypadku rozkladu
éredniej arytmetycznej, ktéry jest réwniez normalny (por. rozdzial 5.1.4), -
zmienna standaryzowana u jest dana wzorem (5.2.9) i we wzorze (9.2.11)
o musimy zastapi¢ przez oz. '

Przejdziemy teraz do oceny poziomu i przedziatu ufnoéci dla wartoéci
rzeczywistej zg. Zgodnie z tym co powiedziano w rozdziale 5.2, zmienna
standaryzowana u = (Z — () /0. Prawdopodobieiistwo o {poziom ufno-
§ci) tego, Zze zmienna standaryzowana u bedzie zawarta w przedziale

—dy < u (9.2.12)

IA
IS8
)

(gdzie d, > 0) jest

o = Pl—dy<u<dy) = /fu(u,e/ag—c)du, . (9.2.13)



9.2. Statystyczna ocena biedu 167

i zalezy od stosunku £/0z. Rozwiazujac nieréwnoéé¢ (9.2.12) znajdujemy
przedzial ufnosci:

F—dyoz < 29 < T+dyoz, (9.2.14)

przy poziomie ufnosci «. Poniewaz poziom ufnosci @ dany wzorem
(9.2.13) jest zalezny od stosunku €/oz, to réwniez wspolczynnik d, wy-
zZnaczony dla\:ustalonego « jest zalezny od stosunku /0.

Poniewaz prawdopodobienstwo « i wspélczynnik d,, sa zalezne od sto-
sunku /0 (ktéry jest parametrem rozktadu) nie tablicuje si¢ calki (9.2.13),
ale podaje sie tablice wspélczynnika d, dla réznych wartosci o i stosunku
g/oz. Tablica taka zostala zamieszczona w Dodatku H (tablica VI). Sposéb
poshugiwania si¢ tablica VI jest taki sam jak tabllc@ wspoélczynnika t, i
zostal oméwiony w rozdziale 6.

Oceny poziomu i przedzialu ufnosci mozna réwniez dokonaé¢ w sposéb
przyblizony stosujac rozklad Gaussa. Wariancja 03 rozkladu prostokat-
nego (9.2.4) zgodnie ze wzorem (4.2.12) wynosi

_ 1 / (¢ — z0)2dz = % (9.2.15)

Znajac wariancje 04 rozkladu prostokatnego i wariancje o2 rozkladu nor-
malnego $redniej arytmetycznej obliczamy wariencje efektywng

2 2, €
Wariancje efektywna dana wzorem (9.2.16), traktujemy dalej jako wariancje
rozkltadu Gaussa. Oszacowania poziomu i przedzialu ufnosci dokonujemy
tak jak podano w rozdziale 5.2.2.

Czytelnikowi pozostawiamy sprawdzenie na ile oszacowanie poziomu
i przedzialu ufnosci przy uzyciu rozktadu normalnego z wariancja efektywna
7% jest zgodne z oszacowaniem dokonanym przy uzyciu tablic wspéiczyn-
nika d,.

Na zakoficzenie nalezy zaznaczy¢, ze wielkoici o2 nie znamy, poniewas
jest to wariancja dla populacji generalnej i w obliczeniach zastepujemy ja
jej najlepszym przyblizeniem — to jest wariancja sredmej serii SZ. Wtedy
wzér (9.2.16) przyjmie postac:

52
5 = s§+3. (9.2.17)
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Przyklad

W pewnym doéwiadczeniu mierzono czas spadania kulki stalowej w ru-
rze wypelnionej olejem. Pomiary wykonano na tym samym odcinku rury
i otrzymano:

t[s] = 3.6,3.3,3.7,3.9,3.2,35,3.8,34,37,39,33.

Doktadnoéé pomiaru czasu: € = 0.1 s. Znalez¢ przedzial ufnoéci dla poziomu
ufnoéci d = 0.9545 (odpowiada to w przypadku zastosowania rozkladu nor-
malnego przedzialowi £ — 257 < to < t+2S57) z uwzglednieniem doktadnosci
pomiaru czasu.

Obliczamy: £ = 3.573s ~ 3.57s, S = 0.06225s?, S; = 0.24936s ~ 0.255,
S2 = 0.005653s% S; = 0.0752s. Stosunek £/S; = 1.33, a wiec nalezy
uwzgledni¢ doktadnoéé przyrzadu pomiarowego. Musimy wige uzy¢ dys-
trybuanty (9.2.11) rozkladu &,(u,e/07). Korzystajac z tablicy VI w Do-
datku H znajdujemy dy = dogsss = 2.49. Ze wzoru (9.2.14) otrzymujemy
(3.57—2.49:0.0752) s < to < (3.57+2.49-0.0752) s, czyli 3.38s < tp < 3.75s
z prawdopodobienstwem 0.9545.

Obliczmy teraz to samo przy uzyciu rozkltadu Gaussa. Przy zalozeniu,
ze wystepuja tylko bledy przypadkowe otrzymamy: 3.42s < ¢ < 3.72s.
Jak wida¢ oszacowanie przedziatu ufnoéci przy uzyciu rozkladu Gaussa jest
bardziej optymistyczne. :

Skorzystajmy teraz z przyblizonej metody. Ze wzoru (9.2.17) obliczamy
efektywna wariancje tej serii pomiarowej. Wynosi ona: 5% = 0.008986 s2,
a efektywne odchylenie standardowe tej serii pomiarowe] S = 0.0948 s.
Dalej postepujemy tak jak przy uzyciu rozkladu Gaussa i znajdujemy:
3.385 < tg < 3.76s. Otrzymaliémy wynik bardzo zbliZony do otrzymanego
przy uzyciu dystrybuanty (9.2.13) funkcji &, (u;€/07).

1 9.2.2. Pomiary poérednie

W przypadku pomiaréw poérednich oszacowanie poziomu i przedziatu ufno-
§ci, gdy wystepuja jednoczednie bledy przypadkowe i systematyczne wielko-
§ci mierzonych bezposrednio, jest znacznie bardziej skomplikowane. Nawet
wtedy gdy mozna stosowal rozwiniecie (5.1.31), rozklad kazdej z wielko-
éci mierzonych bezposrednio jest dany wzorem (9.2.10) oraz wielkoédci te
sa niezalezne, oszacowanie poziomu i przedzialu ufnoéci wymaga oblicza-
nia wielokrotnych splotéw rozktadéw (9.2.10). Z tego powodu najwygodniej
jest korzystaé z metody przyblizone;j.

Niech wielkoé¢ ztozona z bedzie funkcja r niezaleznych wielkosci mierzo-
nych bezposrednio zi, zo,...,2,, tzn. z = f(z1,29,...,2,). Oznaczmy ich
btedy maksymalne przez ; (7 =1,2,...,r), odchylenia standardowe $red-
nich arytmetycznych kazdej z wielkosci z; niech beda oz, (j =1,2,...,7).
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Wtedy efektywne odchylenia standardowe &; mierzonych bezposrednio
wielkosci fizycznych z; beda dane wzorem (9.2.16), tj.

N I
G; = \[oF; + 37 (9.2.18)

W tym przypadku efektywnq wariancje 5% znajdujemy korzystajac z reguly
przenoszenia bledéw, gdy wielkoSci mierzone bezposrednio sa niezalezne
(3.4.8), wynosi ona

- "L/ 0f\2 1
72 = (2L 2 1.2
5 = ?::1 (axj)fl,...,ar(a’”é + 3. (9.2.19)

Oczywiécie w obliczeniach an%j zastegpujeiny w tym wyrazeniu przez naj-
lepsze przyblizenie, tj. Sag;j. W celu znalezienia przedzialu i poziomu ufno-
éci przy uzyciu rozkltadu normalnego postepujemy dalej tak jak zostalo to
przedstawione w rozdziale 5.2. '



A. Prawdopo dobieﬁstwo

Jednym z najwazniejszych poje¢ rachunku prawdopodobienistwa jest zda-
‘rzenie losowe. Zdarzeniem losowym albo krétko zdarzeniem bedziemy
nazywali zjawisko, ktére moze zaj$¢ albo nie. Takie okreslenie zdarzenia nie
jest definicja. Pojecie zdarzenia wyjasnimy na przykladach. Zdarzeniami sa
na przyktad: wynik pomiaru, otrzymanie reszki w rzucie moneta, otrzyma-
nie w rzucie kostka do gry okreslonej liczby oczek (np. dwéch), wyciagniecie
z talii kart do gry karty okreslonego koloru (np. kierowego) itp.

Zdarzenia bedziemy oznaczali literami A, B,C, ...

Jezeli zdarzenie nie moze nastapi¢, to nazywamy je zdarzeniem nie-
mozliwym. Na przyktad zdarzeniem niemozliwym bedzie wyrzucenie 8
oczek kostka do gry, wyciagniecie z talii kart pigciu kréli itp.

Jezeli zdarzenie zajdzie na pewno, to nazywamy je zdarzeniem pew-
nym. Na przyklad w rzucie kostka do gry zdarzeniem pewnym bedzie wy-
rzucenie nie wiecej niz szedciu oczek.

Jezeli A jest dowolnym zdarzeniem, to przez zdarzenie przeciwne be-
dziemy rozumieli zdarzenie polegajace na tym, ze A nie nastapi. Bedziemy
je oznaczali A. Na przyktad jezeli zdarzenie A polega na wylosowaniu karty
koloru kierowego lub karowego, to A polega na wylosowaniu karty koloru
pikowego lub treflowego.

Zdarzenia A i B nazywamy wykluczajacymi sie¢ lub rozigcznymi,
jedli zajécie zdarzenia A wyklucza mozliwo$¢ wystapienia zdarzenia B.
Na przyktad podczas rzutu kostka do gry wyrzucenie trzech oczek (zda-
rzenie A) wyklucza mozliwo$é wyrzucenia pozostalych (zdarzenie B). Z de- -
finicji tej wynika, ze zdarzenia A i A zawsze sie wykluczaja.

Jezeli jest dany zbidr zdarzen rozlacznych Ay, A, ..., A,, to zdarzenia
te nazywamy elementarnymi, jezeli w wyniku kazdej préby zajdzie jedno
z nich. O zdarzeniach tych mdwi sie réwniez, Ze tworza pelna grupe zdarzer.
Na przyktad gdy rzucamy kostka do gry, to wyrzucenie kazdej z mozliwych
liczby oczek jest zdarzeniem elementarnym. Zdarzeii elementarnych jest w
tym przypadku szes¢ i stanowi je wyrzucenie 1, 2, 3, 4, 5 i 6 oczek; tworza
one pelng grupe zdarzer.

Przejdziemy teraz do podania definicji prawdopodobienstwa. Istnieje
kilka definicji prawdopodobienistwa. Podamy trzy sposérdd nich:

170
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Definicja aksjomatyczna prawdopodobieristwa

Niech bedzie dany zbidr zdarzen elementarnych A;, As, ..., A,.

a) Kazdemu zdarzeniu A; ze zbioru zdarzen elementarnych przyporzad-
kowujemy nieujemng liczbe rzeczywista nazywang jego prawdopodo-

biedstwem
P(4;) 2 0.
b) Prawdopodobieristwo tego, Ze zajdzie ktdrekolwiek ze wszystkich
mozliwych zdarzef elementarnych Ay, A, ..., A,
P(E) = 1.

c) Jezeli zdarzenia A; oraz A; s rozlaczne, to prawdopodobiefistwo zaj-
$cia zdarzenia A; lub A;

P(Ai + A;) = P(A) + P(4;) .

Sformulowanie to okresla, jakie wlasno$ci musi mie¢ wielkoé¢ nazywana
prawdopodobiefistwem, nie okresla jednak, w jaki sposéb wyznaczaé war-
to$¢ prawdopodobienstwa. Dlatego w zastosowaniach praktycznych korzy-
stamy z tzw. definicji operacyjnych, ktére, cho¢ z matematycznego punktu
widzenia sa niezadowalajace, pozwalaja jednak na znalezienie wartosci
prawdopodobienistwa. Nalezy jednak traktowac je jako dobre przyblizenia.
Podamy dwie definicje operacyjne: klasyczna i czestodciowa nazywana réw-
niez statystyczna.

Definicja klasyczna prawdopodobieristwa

Niech bedzie dany skoriczony zbidr zdarzeri Ai, As,..., A,. O zdarzeniach
tych zakladamy, ze

1) wykluczajq sie parami, to znaczy dla kazdej pary zdarzeh A; oraz A;
(1,7 = 1,2,...,n; 1 # j) zajscie zdarzenia A; wyklucza mozliwo§é
zajécia zdarzenia A;,

2) tworzg zbiér zdarzefi elementarnych (pelna grupe zdarzei), tzn. jedno
z nich musi nastapic,

3) sa one jednakowo mozliwe.
Jezeli mamy zbidr zdarzen elementarnych Ay, A, ..., A, i jezeli przy pew-

nych zdarzeniach nalezacych do tego zbioru zachodzi okredlone zdarzenie
A, to méwimy, ze zdarzenia te sprzyjajg zdarzeniu A.
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Przyklad ,
Rzucamy kostka do gry. W tym przypadku mamy, jak pokazano wyzej,
6 zdarzen elementarnych. Jezeli zdarzenie A polega na wyrzuceniu pieciu
oczek, to liczba zdarzen sprzyjajacych wynosi 1. Jezeli zdarzenie A polega
na wyrzuceniu liczby oczek mniejszej od 4, to zdarzen sprzyjajacych mamy
trzy, a mianowicie: wyrzucenie jednego, dwéch lub trzech oczek.

Niech spoéréd A, As,..., A, zdarzei k sprzyja wystapieniu zdarze-
nia A. Prawdopodobiefistwem P(A) zdarzenia A bedziemy nazywali sto-
sunek liczby zdarzen sprzyjajacych k do liczby wszystkich zdarzen n,

t].

P(4) = S (A1)

Klasyczna definicje prawdopodobiefistwa i zaloZenia stanowiace jej pod-
stawe wyjasnimy na przykladzie. ‘

W urnie znajduje sie k kul bialtych i [ kul czarnych. Catkowita liczba kul
wynosi k + [ = n. Wyciaggamy kule z urny. Kazde wyciagniecie kuli z urny
jest osobnym zdarzeniem. Wyciagniecie jednej kuli wyklucza wyciagniecie
jakiejkolwiek innej, a wiec zdarzenia te s3 zdarzeniami wykluczajacymi sie.
Zdarzenia polegajace na wyciaganiu kazdej kuli z osobna sa zdarzeniami ele-
mentarnymi i tworzg pelng grupe zdarzen. Jezeli kule s3 identyczne (réznig
sie jedynie kolorem) i dokladnie wymieszane, to nie istnieje zadna przy-
czyna, ktéra powodowalaby, ze mozliwos¢ wyciagniecia jednej kuli byltaby
wigksza niz drugiej. Obliczmy teraz prawdopodobienstwo wylosowania kuli
bialej P(B) i kuli czarnej P(C). Zgodnie z wzorem (A.1) P(B) = £, za$
P(C) = % Zwréémy uwage na fakt, ze zdarzenie polegajace na wyciagnie-
ciu z urny dowolnej kuli, tj. bialej lub czarnej, jest zdarzeniem pewnym.
Obliczmy wiec prawdopodobiefistwo tego zdarzenia. Liczba zdarzen sprzy-
jajacych bedzie w tym przypadku k + [, a wiec

P(B+C) = L2,
n

ale k 4+ | = n (patrz wyzej), a wiec P(B + C) = 1. Wynika z tego ogdlny
wniosek, ze prawdopodobiefistwo zdarzenia pewnego jest réwne 1. Jezeli w
urnie sg tylko kule biale i czarne, to wyciagniecie z urny innej kuli niz biata
lub czarna bedzie zdarzeniem niemozliwym. W tym przypadku liczba zda-
rzen sprzyjajacych bedzie oczywiscie réwna zero. Ze wzoru (A.1) wynika,
ze prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego jest réwne zero. Z tego co
powiedziano wyzej wynika, ze prawdopodobieristwo P(A) zajScia zdarzenia
A spelnia nieréwnoéé

0 < P(A) < 1. (A.2)
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Definicja czestosciowa (statystyczna) prawdopodobieristwa

Klasyczna definicja prawdopodobiefistwa ma szereg wad. Przede wszystkim
wymaga, aby zbiér zdarzeii elementarnych zawieral skoficzona liczbe ele-
mentéw (zdarzen) n, poniewaz w przypadku gdy n — oo definicja ta traci
sens. Aby stosowaé definicje klasyczna musimy znaé liczbe zdarzen sprzy-
jajacych k. Warunki te mozna speini¢ w szeregu przypadkach, np. gier
hazardowych. Nie mozna ich jednak speini¢ w przypadku badania zjawisk
spolecznych czy tez przyrodniczych. Dlatégo w zastosowaniach rachunku
prawdopodobienstwa do badania zjawisk przyrodniczych i spolecznych po-
stugujemy sie definicja czestoiciows nazywana réwniez definicja sta-
tystyczna.

Rozpatrzmy nastepujacy przyklad. Wiemy, ze w urnie mamy jednakowe
kule rézniace sie tylko kolorem — biale i czarne. Nie wiemy, ile wynosi cal-
kowita liczba kul, ani ile jest kul bialych, a ile czarnych. Chcemy jednak
znalezé prawdopodobiefistwo P(B) wyciagniecia np. kuli bialej. Prawdopo-
dobienstwo to mozemy okredli¢ eksperymentalnie. W tym celu wyciaggamy
n razy kule z urny. Po kazdorazowym wyciagnieciu kule wktadamy do urny
i mieszamy kule w urnie. Jezeli n razy dokonaliémy wyciagniecia kuli z
urny (méwimy, ze dokonaliémy losowania) i w k przypadkach wylosowali-
$émy kule biala, to stosunek k/n = f nazywamy czestoscia. Okazuje sie,
7e czestoéé f w miare wzrostu liczby losowan n bgdzie zmierzala do pewnej
stalej wartoéci. Mozemy wiec okredli¢ granice, do ktérej bedzie zmierzala
czestodé f = k/n, gdy n — oo. Granicg te

P(B) = lm © (A.3)

nazywamy prawdopodobiefistwem zdarzenia B w sensie statystycz-
nym. Z tej definicji bedziemy korzystali w rozdziale 4.

Przejdzmy teraz do podania paru dalszych podstawowych wtasnosci
prawdopodobiefistwa wynikajacych z definicji (A.1).

Niech dwa zdarzenia A i B beda zdarzeniami wykluczajgcymsi sie.
Chcemy obliczyé prawdopodobiefistwo tego, ze zajdzie zdarzenie A lub B.
Prawdopodobiefistwo to oznaczymy przez P(A + B). Niech liczba zdarzen
sprzyjajacych zdarzeniu A bedzie réwna k, a zdarzeniu B niech bedzie
réwna [. Liczba zdarzef, w ktérych moze wystapi¢c A lub B, wynosi wiec
k + 1. Niech liczba wszystkich zdarzefh wynosi n. Zgodnie ze wzorem (A.1)
prawdopodobiefistwo P(A + B) jest réwne:

pasn) = BB L na)
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Poniewaz ﬁ— = P(A), a + = P(B) wzér (A.4) przyjmie postac:

1
P(A+ B) = P(A)+ P(B). (A.5)

W przypadku gdy mamy s zdarzedi wykluczajacych sie Ay, Ay, ..., As,
to

Jest to tzw. prawo dodawania prawdopodobiefistw zdarzen wykluczajacych
sie. \
Przyklad

W urnie mamy 10 kul biatych, 8 kul czarnych i 5 kul zielonych. Prawdo-
podobiefstwo wyciagniecia kuli biatej oznaczymy przez P(A), kuli czarnej
przez P(B), a zielonej przez P(C). Zgodnie ze wzorem (A.1l) wynosza one:

10 8 5
53 P(B)_ﬁ, oraz P(C’)—-2—3.

P(A) =
Chcemy obliczyé prawdopodobieristwo P(A + C), tj. prawdopodobiefistwo
wyciaggniecia kuli bialej lub zielonej. Zgodnie ze wzorem (A.5) wynosi ono

104+5 10 5 _ 15
P(A+C) = 23 ~ 23t T 3

Zdarzenia przeciwne A i A sa zdarzeniami wykluczajacymi sie, wiec
prawdopodobiefistwo P(A + A) zajécia zdarzenia A lub A jest réwne:

P(A+ A) = P(A)+ P(4),

co wiecej, zajécie zdarzenia A lub A jest zdarzeniem pewnym, a wiec

P(A) + P(A) = 1. (A7)

Dotychczas byla mowa o prawdopodobienistwie zajcia jakiegod zdarze-
nia, gdy nie byly podawane zZadne dodatkowe warunki. Takie prawdopodo-
biefistwo nazywamy prawdopodobieistwem bezwarunkowym. Czesto
jednak pojawia sie sytuacja, gdy zdarzenie A moze zaj$¢ wéwczas, gdy zaj-
dzie zdarzenie B. Wtedy prawdopodobieifistwo zajscia zdarzenia A pod wa-
runkiem, ze zaszlo zdarzenie B, nazywamy prawdopodobiefistwem wa-
runkowym zdarzenia A i oznaczamy je P(A|B). Niech calkowita liczba
zdarzefi bedzie réwna n, liczba zdarzei sprzyjajacych zdarzeniu B niech
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bedzie réwna k, a liczba zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A, gdy zaszlo
zdarzenie B, niech bedzie réwne [. Wtedy

l

P(A|B) = e (A.8)
Wzér (A.8) mozemy przeksztalcié do Tpostaci
_ I n_P(A, B)
P(AB) = ~.+= “PE) (A.9)
gdzie
P(A,B) = ;ll- (A.10)

i oznacza prawdopodobiefistwo jednoczesnego zajScia zdarzenia A i zda-
rzenia B. Dzieje sie tak dlatego, ze [ przypadkdw sprzyja zajsciu zaréwno
zdarzenia A, jak i zdarzenia B.

Z wzoru (A.9) wynika, Ze:

P(A,B) = P(B)- P(A|B). (A.11)

Jest to tzw. prawo mnozenia prawdopodobienistw. Mozemy je sformulo-
wac nastepujaco: Prawdopodobiefistwo jednoczesnego zajscia dwdch zda-
rzen jest rowne iloczynowi prawdopodobienstwa jednego z nich i prawdo-
podobiedstwa warunkowego drugiego zdarzenia przy zalozeniu, ze zaszlo
pierwsze zdarzenie,

Poniewaz jest obojetne, ktore zdarzenie nazywamy pierwszym, a ktore
drugim, to wzér (A.11) mozemy zapisa¢ w postaci

P(A,B) = P(A)P(B|A). (A.12)

O zdarzeniach méwimy ze sg niezalezne, gdy prawdopodobiefistwo zaj-
§cia jednego z nich nie zalezy od tego czy zaszlo drugie zdarzenie, czy tez
nie. W przypadku dwdch zdarzeri A1 B oznacza to, ze jezeli zdarzenie A nie
zalezy od zdarzenia B, to wtedy P(A|B) = P(A). W przypadku zdarzen
niezaleznych wzér (A.11) przyjmie postaé

P(A,B) = P(B)- P(A). (A.13)

W przypadku s zdarzen niezaleznych A;, A;,..., A; prawo mnozZenia
prawdopodobiefistw mozemy zapisad:

P(A1, Az .., As) = [ P(4)). (A.14)
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Z wzoru (A.14) korzystaliSmy w rozdziale 5.
Przyklady ; ‘

1) Mamy trzy stopery. Prawdopodobiefistwo tego, Ze: pierwszy z nich nie
ulegnie zepsuciu w ciagu dnia pracy (zdarzenie A) wynosi 0.98, drugi (zda-
rzenie B) wynosi 0.94 i trzeci (zdarzenie C) wynosi 0.92. Obliczamy praw-
dopodobienistwo tego, ze zaden ze stoperéw nie ulegnie zepsuciu w ciagu
dnia pracy. Zdarzenia A, B i C sg niezalezne, poniewaz zepsucie si¢ jednego
stopera nie ma wplywu na prace pozostalych. Wobec tego

P(A,B,C) = P(A)-P(B)-P(C).

2) Obliczmy prawdopodobieristwo wylosowania z talii kart damy lub waleta
kier. Oznaczmy je przez P(D+ W, kier). Prawdopodobiefistwo wylosowania
dowolnej karty koloru kierowego

P(ider) = liczba kart koloru kiero&ego 13
N liczba kart w talii o527

Zas$ wylosowania damy lub waleta

liczba dam i waletow w talii 8
P(D = = —,
(D+wW) liczba kart w talii 52

Wobec tego

1 8 2
(D + W, kier) (kier) - P(D + W) 153 55
Na zakonczenie nalezy jeszcze raz podkresli¢, ze wzdr (A.6) mozemy
stosowal tylko wtedy, gdy zderzenia wykluczaja sie, a wzér (A.14) tylko
wtedy, gdy zdarzenia sa niezalezne.



B. Klasy miernikow elektrycznych

Klasa miernika nazywamy maksymalny btad wzgledny miernika pomnozony
przez 100%. Klasa miernika jest wiec jego maksymalnym bledem procento-
wym.

5ma.x

To

klasa miernika = -100%

Na przyktad miernik klasy 0.5 nie powinien wykazywaé wigkszego niz 0.5%
bledu wzglednego pomiaru, oczywiScie wéwczas, gdy nie wystepuja inne
bledy systematyczne.

Obowigzujace normy przewiduja siedem klas dokladnosci, a mianowi-
cie: 0.1, 0.2, 0.5, 1, 1.5, 2.5, 5. Klasa miernika jest zawsze podawana przez
producenta i umieszczona na tabliczce ze skala przyrzadu. Umieszczenie na
tabliczce ze skala np. liczby 0.5 oznacza, ze miernik jest klasy 0.5.
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C. Kowariancja wielkosci ztozonych

W Dodatku tym znajdziemy wyrazenie podajace kowariancje dwéch wielko-
§ci fizycznych a i b zaleznych od tych samych niezaleznych zmiennych loso-
wych z oraz y mierzonych bezposrednio, tzn. ze a = a{z,y)ib = b(z,y). Za-
16zmy, ze wielkosci fizyczne z oraz y zmierzyliémy odpowiednio N i M razy,
jako wynik tych pomiardéw otrzymaliémy zbiory ich wartosci 21, z,,..., 2N
oraz yi, Y2, .., ym. Tak wiegc w wyniku pomiaréw mamy NM par (z;,y;)
(t=1,2,...,N; 7=1,2,...,M) idwa NM elementowe zbiory odpowia-
dajacych im wartosci a;; = a(z;, y;) oraz b;; = b(z;, y;). Poniewaz wielkosci
fizyczne a(z,y) 1 b(z,y) sa funkcjami tych samych zmiennych losowych nie
beda od siebie niezalezne. Ich wspélzaleznosc jest scharakteryzowana kowa-
riancja C, lub zaleznym od niej wspélczynnikiem korelacji pq 5. Zgodnie
z tym co powiedziano w rozdziale 3.4.2 kowariancja wielkosci fizycznych
a(z,y) i b(z,y) wyrazi sie¢ wzorem:

1 N M
a,b = —]V_“' ZZ azg ap zj - bO) ) (Cl)

gdzie ag = a(zo, yo) oraz by = b(zg, yo) sa wartosciami rzeczywistymi wiel-
kosci a oraz b, za$ z¢ i yp oznaczaja odpowiednio wartosci rzeczywiste nie-
zaleznych wielkoéci = oraz y mierzonych bezpoérednio.

Przyjmijmy, ze warunki stosowalnosci rozwiniecia (3.3.3) sa spelnione
i obliczmy wartosci a(zo, yo), a(zi, y;), b(zo, yo), b(zi, y;) rozwijajac funkcje
a(z,y) 1 b(z,y) na szereg Taylora funkcji dwdch zmiennych w otoczeniu
punktu (Z, ). Otrzymamy wéwczas:

@) = o@D+ (50),,@- D+ (50),, -9, (€2
Oa Oa

azo,v0) = a@,9)+ (5;), 00—+ (5), - 0), (C3)

baiy) = @)+ (5;),,@ -9+ (5,),, -0 (€

oraz
b0, 10) = b0+ (02) (wo-2)+ (%) @-9), (C5)
’ ’ Oz/ a3 Oy’ &3 ’
Podstawiajac (C.2) — (C.5) do (C.1) znajdujemy:
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' N M da
Cor = i 2 [(Go)aglei =200+ (5,05 = 0)]

=1 j=

X [(—gg)z,g(ﬁz - -’L'O) + (g‘;‘)f’g(y]’ - yo)] . (CG)

—_

Wyrazenie (C.6) mozna zapisa¢ w postaci:

da ob 9
Cop = (55)2(52)s ?‘”"m
Oa ob 1 9
+ (a_y>iy(5§) ]\_j ( = %) (€D

“[/0ay /0B da b N M
’ [(5;)5@(8_?/)5’?7_’_ (%)f,ﬂ(a_z)i,y] : ZZ z; — 2o) (% — Yo) -

=1 j5=1

nMg ';'

Ostatni sktadnik w powyiszym wyrazeniu, zgodnie z tym, co powiedziano
w rozdziale 3.4.1, moze by¢ pominiety. Jezeli dodatkowo skorzystamy z
definicji odchylenia standardowego serii pomiaréw bezposrednich (3.2.3) to
- wzér (C.7) zapiszemy:

\ ~ /0a 0b 9 Oa ab 2
Cap = (%)f,ﬁ(f)_x)f,ys””Jr (@)iy(@)xﬁsy (©8)
Jezeli mamy @ wielkosci a; (1 = 1,2,...,Q) zaleznych od r nie-
zaleznych wielkoéci mierzonych bezpoérednio z;,zs,...,z,, to znaczy

a; = a;(21,23,...,2,) (1=1,2,...,Q), wtedy wzér (C.8) przyjmie postaé:

Caia; = Z (g;l;) (%)51@2,...,@52" ) (C9)




D. Wyprowadzenie wzoru (3.5.19)

Srednia kwadratéw odchylef punktéw od prostej y = az + b wynosi

1 & 1 ¥
2 _ L g — B2 = = 2
Sy = N;(yz ax; b) N;‘Z» (Dl)
gdzie :
& = y;—azr; —b. (D.2)

Poniewaz wielkosci §; s3 nieznane, mozemy jedynie znalezé wielkosci

di = Y; — axi -b. (D3)

Z tego powodu w réwnaniu (D.1) nalezy zastapié §; przez d;. Nalezy zatem
znalez¢ zwiazek miedzy tymi wielkoSciami. Odejmujac stronami (D.3) od
(D.2) otrzymujemy:

bi—di = @—a)zi+ (b—b) = Ad;, (D.4)

lub
6, = d; + Ad;. (D.5)

Podnieémy obustronnie réwnanie (D.5) do kwadratu i wysumujmy po
wszystkich V pomiarach. W wyniku tego otrzymamy:

N N ) N N »
D6 =D dI+2) dildi+ ) (Adi)?. (D.6)
=1 i=1 =1 =1

Obliczenie YN, d;Ad;.
Korzystajac z zaleznosci (D.4) znajdujemy, ze

ZdAd = a~azdmz = b%d. (D.7)

Korzystajac z (D.3) uktad réwnai (3.5.11) mozemy zapisaé w postaci:

N
indi = 0,

ddi = 0. - (D.8)
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Podstawiajac (D.8) do (D.7) znajdujemy:
N
Zdz—Adi =0.
=1

Obliczenie YN | (Ad;)?
Ze wzoru (D.4) wynika, Ze

(Ad)? = Ad;-Ad; = (@— a)z;Ad; + (b - b)Ad;,

wobec tego

N N R N
D (Ad)® = (@-a)) wildi+ (b)Y _Ad;.

i=1

Korzystajac z (D.5) i (D.8) znajdujemy, ze

N N N N
Zw,’Ad,’ = Z(S,'z',‘ - Zdﬂ?i = Z(Sﬂ:i
i=1 =1 =1 =1

oraz
N N N N
SAd = 36— d = Y5,
i=1 =1 i=1 i=1

Wstawiajac powyzsze Zwi@zki do (D.10) otrzymujemy:

N N R N
Z(Adf)2 = (@- a)Zj&-zi +(b- b);&.

181

(D.9)

(D.10)

(D.11)

Aby obliczyé fil(Adi)2, musimy wyznaczy¢ réznice @ — a oraz b—b.
Wspdlczynniki @ i b, dane odpowiednio wzorami (3.5.13) i (3.5.14), mozemy

przedstawié w postaci:

N
a = Z Arvr,
k=1
" N
b = Z Bkyk )
k=1
gdzie
N
Ez; — Nz,
Ak _ =1

) (f:z;’)2 - Niv:x? ,

=1 =1

(D.12)

(D.13)

(D.14)
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N N
kaz; — Z.’L‘IZ
By = = el (D.15)

N 9 N
(Ezz) - Nwa
i=1 =1

Ze wzoru (D.14) wynika, zZe

M=

N
Ak =0, D zpAr =1, (D.16)
n=1

=
1l
—

a ze wzoru (D.15), ze

N
B, =1, > aBr = 0. (D.17)
n=1 '

M=

3
Il
—

.Zmierzone] wartoéci z; odpowiada warto$¢ rzeczywista yg;, ktdéra jest

réwna;:
Yoi = az;+b. (D.18)

Z wzoréw (D.\2) i (D.18) otrzymujemy:

Yoi = Yi—0i. (D.19)

Réznice @ — a mozemy teraz zapisaé:
N
a—a = ZAk'yk—a.
k=1

‘Podstawiajac y, obliczone ze wzoru (D.19) oraz yox ze wzoru (D.18) dosta-
jemy:

N N
a—a = Y Aryor+ Y Arbr—a

k=1 k=1
N N

N -
= aZAkzk+bZAk+ZAk5k—a.
k=1 k=1 k=1

Biorac pod uwage (D.16) znajdujemy, ze

‘ N ‘
G—a =Y Ap. : (D.20)
k=1
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W ten sam sposéb obliczamy réznice b — b. Jest ona réwna:

N
b—b = > Bib. (D.21)
k=1

Podstawiajac (D.20) i (D.21) do (D.11) otrzymujemy:
N N N N N
> (Ady)? = (Z xi(s,-) (Z Ak6k) + (Zé,») (Z Bk6k> . (D.22)
=1 =1 k=1 =1 n=1

Aby obliczyé 3"(Ad;)? musimy dokonaé kilku przyblizen. Rozpatrzmy na
poczatku pierwszy skladnik prawej strony réwnania (D.22). Jest on réwny:

(207s) (0 -

= (1‘151 4+ 29+ ...+ QSN(SN)(Al(sl + Ayl + ...+ AN(SN)
= :131,415% + 1‘21425% + ...+ .TNAN(S%] + 21496100 + 290410109+ ...
N N
= Z%’Ai(s? + Z (:EjAk + .’EkAj)(Sj(Sk .
i=1 7,k=1
i#k
Poniewaz btedy przypadkowe maja rézne znaki i rézne wartosci, druga suma
w tym wyrazeniu bedzie w przyblizeniu réwna zero, czyli

N N N
(Z xiéi) (Z Ak5k> ~ Z :L‘,'Ai(sl? . (D.23)
=1 k=1 =1

Postepujac podobnie drugi czlon prawej strony réwnania (D.22) mozemy
przedstawié w postaci:

N N
(Z&') <2Bk($k‘> = (i+62+...4+6n)(B161 + Bda+ ...+ Bnén)
=1 k=1

N N

== ZBM?—!— Z Bj5j5k.
=1 7,k=1
ik

Z powoddéw podanych wyzej, druga suma jest w przyblizeniu réwna zero,
wobec tego:

N N N
(Z 51') (Z Bkék) 1 Z Biéf . (D.24)
k=1 =1

=1
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Podstawiajac (D.23) i (D.24) do (D.22) znajdujemy:
N
> (Adi)? = ZA z:67 + ZB 87 . (D.25)
i=1 i=1

Dokonajmy teraz kolejnego przyblizenia. W wyrazenlach z;A;021 B ;02 przy-
blizmy kwadraty odchyled 6? przez ich wartoéci $rednie £ N Zl v, 02 wéwczas
wzér (D.25) przyjmie postac:

N 1N N LN N ‘
Z:(Adi)Q - (NZ‘S?> <2A,—x,—) +(~NZ:5,-) (Z:Bi) . (D.26)

Poniewaz, zgodnie z (D.16) i (D.17), ©N, A;z; = 1 oraz N, B; = 1,
otrzymamy: -

> 2 2,
;( ) N; (D.27)
Wstawiajac (D.27) 1 (D.9) do (D.6) dostajemy:
N N
N
P = —2) dl. D.2

Podstawiajac otrzymana warto$é Y 62 do (D.1) znajdujemy:

§2 = —=3"d} = =——=>"(yi—az; - b)*. (D.29)
, i=1

OtrzymaliSmy wiec wzér (3.5.19).



E. Model bledéw przypadkowych
Laplace’a i uzasadnienie rozkladu
normalnego

Laplace w roku 1783 [23] podal prosty model ttumaczacy powstawanie ble-
déw przypadkowych. W modelu Laplace’a zakiada sie, ze:

— mierzymy wielko$¢ fizyczna = o wartosci rzeczywistej zo;

|

kazdy jej pomiar obarczony jest bledem przypadkowym, spowodowa-
nym dzialaniem duzej liczby N niezaleznych czynnikéw (Zrédet);

i

kazdy z tych czynnikéw powoduje powstanie takiego samego btedu |¢|;

prawdopodobienstwo wystapienia bledu —e, jak i +¢, jest jednakowe
i wynosi 1/2.

Obliczenia prowadzace do uzasadnienia rozktadu normalnego, ktére przed-
stawimy ponizej, zaczerpnieto z pracy [24].

Przy zalozeniach modelu Laplace’a blad pomiaru jest sumg bledéw spo-
wodowanych przez kazdy z tych N czynnikéw. Prawdopodobienistwo tego,
ze k spoéréd N czynnikéw spowoduje wystapienie bledu +e, zgodnie z
rozwazaniami przedstawionymi w rozdziale 7.1, jest dane rozktadem dwu-
mianowym:

b(k, N) = (‘:)pkq”’ k. (E-1)

Poniewaz przyjeto powyzej, ze btedy —e i +¢ sa jednakowo prawdopodobne,
top = q = 1/2 1 wzér (E.1), po rozwinieciu symbolu Newtona, przyjmie

postad
N! n\N

W przypadku, gdy kazdy z k czynnikdw powoduje blad +¢, to kazdy z N—k
czynnikéw powoduje btad —e. Calkowity blad bezwzgledny jest wowczas:

5 = me, (E3)
gdzie:
m=k—-(N-k) =2k-N. (E.4)
Ze wzoru (E.4) otrzymujemy: ‘
1
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186 E. Model bledow przypadkowych Laplace’a i...

Podstawiajac (E.5) do (E.2) znajdujemy prawdopodobiefistwo p(m, N), ze
w wyniku dziatania wszystkich N czynnikéw wystapi blad § = me.

N! nwy
pom ) = B(m-!-N)]! [%(N— m)]! <§) . (E6)

Wzér (E.6) mozna znacznie uproéci¢, gdy liczba niezaleznych czynnikéw N
jest bardzo duza. Skorzystamy w tym celu ze wzoru Stirlinga, ktory jest
przyblizeniem n! dla duzych n:

n! ~ V2rn(tae ™ (E.7)

Logarytmujac (E.7) otrzymujemy:

Inn! ~ (n-l—%)lnn—n—{—ln\/%r, (E.8)
a logarytmujac (E.6) dostajemy:
Inp(m, N) = In N!— In [%(N+m)]!— 1n[ (N—m)]l- NIn2. (B.9)

- Jezeli wyrazenia N!, [ (N + m)} oraz [%(N - m)]’ przyblizymy wzorem
Stirlinga, a nastepnie zlogarytmujemy i podstawimy do wzoru (E.9), to
przyjmie on postad:

Inp(m, N) =~ (N+%)1nN_N+1n\/é?
- %(N+m+1)1n [%(Ner)] +%(N+m)—1n\/ﬁ (E.10)
_ %(N—;m+l)ln [%(N——m)] —%(N—m)—ln\/ﬂ—Nan.

Wystepujace we wzorze (E.10) logarytmy wyrazenia %(N:f: m) mozemy
przeksztalci¢, a mianowicie:

1 1 m m
In [i(N:tm)] = In [§N<1j: ﬁ)] = -2+ N+in (1% N) .
(E.11)
Podstawiajac (E.11) do (E.10) i wykonujac proste obliczenia, otrzymujemy:
1 2\ 71 m
Inp(m,N) = §ln (?N) — 5(N+m+1)ln (1-{— :ZV)

——;—(N—m-i—l)ln (1—%). (E.12)

Kolejnego przyblizenia mozemy dokonaé korzystajac z zalozenia, ze liczba
N jest bardzo duza. W tym przypadku logarytmy we wzorze (E.12) mozemy
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rozwinaé na szereg Taylora w otoczeniu zera i ograniczy¢ si¢ do pierwszych
dwéch wyrazéw rozwiniecia, tj.

2

m m m
Podstawiajac (E.13) do (E.12) otrzymujemy:
2 N-1m?
lnp(m,N) & In ;}‘V“— TEN—, (E14)

ale (N —1)/N — 1, gdy N — oo, a wigc wzér (E.14) przyjmie postac:

2 m?
Inp(m,N) = In —~ "IN’ (E.15)
a zatem szukane prawdopodobiefistwo, Ze dzialanie N czynnikéw spowoduje
wystapienie bledu § = me jest:

p(m,N) = \/%6_22. (E.16)

Otrzymali$émy proste wyrazenie, ktére jest przyblizeniem wzoru (E.6) dla
duzych N. Chociaz zostalo ono otrzymane przy zalozeniu, ze N — oo, jest
bardzo dobrym przyblizeniem wzoru (E.6), nawet gdy N = 10.
Zastosujmy teraz wzér (E.16) w celu znalezienia funkcji rozkladu praw-
dopodobiesistwa bledéw bezwzglednych ¢(4). Prawdopodobienistwo tego, ze
btad bezwzgledny § bedzie zawarty miedzy é a é + Ad jest w przyblizeniu
réwne ¢(8)Ad, dla dostatecznie matych Ad. Traktujemy tu 6 jako zmienna
ciaggla, natomiast m wystepujace w réwnaniu (E.3) jest zmienng dyskretna.
Nalezy teraz powiazaé ze soba ¢(8)Aé, prawdopodobiefistwo wystapienia
wartosci § z danego przedzialu z prawdopodobiefistwem p(m, N) otrzyma-
nia odpowiadajacej jej wartoéci dyskretnej m. Aby mozna byto poréwnac z
dobrym przyblizeniem oba te prawdopodobienistwa, nalezy tak dobrac sze-
rokoéé przedzialu Ad, aby odpowiadala odstepowi miedzy sasiednimi war-
tosciami m, czyli Am = 2, odpowiadajacego Ak = 1 (por. (E.4)). Wtedy

3

2

¢(8)As = p(m,N), (E.17)

gdzie
A = 2e. (E.18)

Wstawiajac (E.18) i (E.16) do wzoru (E.17) znajdujemy:

o(8) = e~ . (E.19)
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Nastepnie ze wzoru (E.3) obliczamy m = §/¢ i wstawiamy do (E.19); otrzy-
mujemy: :

Oznaczmy Ne = 0?, wéwczas
1 _
p(d) = oy 257 | (E.20)

Tak wiec korzystajac z modelu bledéw przypadkoWych Laplace’a i rozkiadu
Bernoulliego otrzymali§my w przypadku granicznym rozktad Gaussa.



F. Obliczenie niektérych catek

+o00
1. Obliczenie catki [ e % dz.

—00

Rozpatrzmy calke

Réwnoéé ta zachodzi, poniewaz wartoéé catki nie zalezy od oznaczenia
zmiennej 1 wyboru osi w ukladzie wspélrzednych. Wobec tego

I? = /e"zzdac-/e—yzdy = //e_(x2+y2)dxdy,

—a —a -a —a

i jest calka z funkcji exp[—(z? + y?)] po powierzchni kwadratu o boku
2a (rysunek F.1). PrzejdZmy teraz do wspélrzednych biegunowych (r, ©).
Wtedy element powierzchni dzdy = rdrd® oraz z% + y? = r2. Rozpatrzmy
catke po powierzchni kota o promieniu b

b 27 . b
B = //e“’"zrdrde) = Qﬂ/e_rzrdr = 7r(1——e_b2) .
00 0

Jezeli b = a, to I2 > B (okrag 1); jezeli b = v/2a, to I? < B (okrag 2);
wobec tego

o (1 - e'“z) << (1 - 6_2“2) .
Gdy a — o0, to oba te ograniczenia zmierzaja do wspdlnej granicy réwnej
m. A wiec

a

lim I? = lim e"(zz+y2)d:1:dy =1 =,
a—roc a—>00
wobec tego
: +oo
Iy :v/e“zzdm = /7.
-—00
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190 F. Obliczenie niektorych calek

Rys. F.1: Rysunek pomocniczny do obliczenia calki z funkcji Gaussa [7]

+oco
2. Obliczenie catks [ ze=" dz.

00
Obliczmy na poczatku catke nieoznaczona f ze~" dg. Stosujac podstawie-
nie z? = y, po zrézniczkowaniu otrzymujemy 2zdz = dy i

2 1 1 1 _.2
— - —_— e —_ —e Y = —¢ % .
Il-—/z{e dz_2/e dy 5¢ +C 5¢ +C

Wobec tego calka oznaczona

/xe""zdm =0,

—-a

czyli

. . , too 2
3. Obliczenie catki [ z%e~* dz.
—0o
Obliczamy ja calkujac przez czesci, a mianowicie

+o0 +o00 +o0 d e_zz
— 2 —z? _ —z2 — el
Iz_/xe da:—/:c(ze )dz_/x(dz( 2))dw,

had <] —00 - 00




¥. Obliczenie niektorych calek

a wiec

-

Stad ostatecznie mamy

+00 +oo e___x2 1 +oo
—/(—Q)dx—i/e dz .

400

12 = / $2€

— 00

'y = %\/—7_{
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G. Funkcja rozkladu sredniej
arytmetycznej

Na poczatku udowodnimy kilka twierdzeii, na podstawie ktérych znaj-
dziemy funkcje rozkladu Sredniej arytmetyczne;j.

TWIERDZENIE 1.

Jezeli ¢;(z1) 1 p2(z2) sa odpowiednio funkcjami rozktadu niezaleznych cia-
glych zmiennych losowych z; i z3, to zmienna losowa y = z; + z2 bedzie
miata funkcje rozktadu ¢(y), ktora wyraza sie nastepujaco:

+o0
o) = [ er(enesly - a1)dar. (G-1)

Calke te nazywamy splotem funkcji ¢; 1 3.
Dowoad.

Prawdopodobiefistwo wystapienia zmiennej losowej z; z przedzialu
[z1, z1+dz1] jest 1 (21)dzy, a zmiennej losowe] z; z przedziatu [z2, zo+dz4]
jest @o(z3)dz. Wobec tego, ze zmienne losowe z; 1 z3 sa niezalezne,
prawdopodobienistwo jednoczesnego wystapienia zmiennej z; z przedzialu
[z1,21+dz,] i zmiennej z3 z przedziatu [z2, 22+ dz2] jest réwne iloczynowi
prawdopodobiefistw wystapienia kazdej z tych zmiennych w odpowiednim
przedziale, czyli

wl(zl)gaz(mg)dmldxz . (G2)

Poniewaz, jak zaloZono, zmienna losowa y jest sumg zmiennych losowych
Ty 1 g,

y = &) +z2, (G3)

to w celu znalezienia prawdopodobiefistwa ¢(y)dy, ze zmienna losowa y
jest zawarta miedzy y a y + dy, musimy wysumowacé prawdopodobieristwa,
(G.2) po wszystkich parach z; i z3, dla ktérych zmienna losowa y, bedaca
ich suma, ma te sama warto$¢. Dla zmiennych losowych ciagglych mozliwoéci
realizacji warunku (G.3) mamy nieskorniczenie wiele i sumowanie musimy za-
stapi¢ catkowaniem. Aby obliczyé funkcje rozktadu zmiennej losowej ciaglej
y dokonujemy podstawienia zo = y — z;, wtedy dz; = dy. Prawdopodo-

%
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biefistwo wystapienia zmiennej losowej y z przedzialu [y, y + dy] bedzie:

400

e(y)dy = /sol(wl)w(y—wl)dwldy,
a wiec
o) = [ pian)ealy - z1)das, (G4)

a tego nalezalo dowiesc.

W dalszym ciagu tego Dodatku bedziemy zajmowali si¢ rozkladem nor-
malnym. Poniewaz wynik pomiaru t; (i = 1,2,..., N) wielkosci fizycznej
¢t jest zmienna losowa, to réwniez rézinica t; — to (ogdlnie ¢ = const, w
naszym przypadku jest to wartod¢ rzeczywista) jest zmienng losows o tej
samej funkcji rozkladu, ale maksimum jej jest przesuniete o ty i wystepuje
dla zera. Wobec tego, nie zmniejszajac ogdlnoédci rozwazafi, mozemy dla
przejrzystosci obliczen przyjac, ze rozpatrujemy zmienne losowe z =t — tg.
Otrzymamy wéwezas wzory, w ktérych zmienng losowa = nalezy zastapié
przez powyzsza réznice i wtedy beda one identyczne ze wzorami rozdziatu 5.

TWIERDZENIE 2.

Splot dwéch rozktadéw Gaussa, ktérych wariancje wynosza o? i 02, jest
rozkladem Gaussa o wariancji 0? = 0% + 0%.

Dowad.

W tym przypadku catka (G.1) bedzie splotem dwéch rozkladéw Gaussa
i przyjmie postac:

2
1 _F 1 _(y—=1) .
oly) = / e 2l ¢ 29 dzy . (G.5)
Mozemy ja zapisaé:

1 7 y 5921 2(0 —I—a)
— 1 1
e(y) = Gr—— /exp[ 207 +2 -~ Tz dz;. (G.6)

—00

Aby obliczy¢ catke (G.6) musimy przeksztalcié wyrazenie w wyktadniku
potegi. Jezeli dodamy i odejmiemy
2y%0f
130T+ 0]’
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oraz skorzystamy ze wzoru a? — 2ab + b? = (a — b)?, to wykladnik potegi
przyjmie postaé:

2
v (V"“"% o ) @)

- I — Y
2 (0% + 03) V20,02 2044/} + 02

/2 2
_ oy + 03 oy

8§ = Ty — Y.
V20,0, V20q4/0% + 02

Wtedy wyrazenie (G.7) przyjmie postac:

Oznaczmy:

y2 2

G o

dz, = REL L (G.9)

[ 2 2
o1 + 03

Podstawiajac (G.8) i (G.9) do (G.6) otrzymamy:

J;’:T / - s, (G.10)

oraz

‘P y
7r\/§\/01+a2

Poniewaz wystepujaca w tym wyrazeniu calka jest réwna /7 (obliczenie
podano w Dodatku F), wzér (G.10) przyjmie postac:

2

1 p—
oY) =~
\/27 (02 + o)

Suma o} + 02 = 0?2 jest wariancja rozkladu ¢(y) bedacego splotem dwéch
rozkladéw Gaussa, wobec tego:

24 o2
2 t71+<:r2

e(y) = \/276 5% (G.11)

czego nalezalo dowiesc.

TWIERDZENIE 3.

Jezeli kazda z niezaleznych zmiennych losowych z, 24, ..., zx podlega roz-
ktadowi Gaussa o wariancji odpowiednio 0%, 03,..., 0%, to zmienna losowa:

Yy =21+z2+...+2N (G.12)
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réwniez podlega rozkladowi Gaussa o wariancji:

0? = ol4+ol+.. . +0%. - (G.13)

Dowoad.
Wynika z twierdzenia 1 oraz 2 i jest rekurencyjny.

TWIERDZENIE 4.
2

Jezeli zmienna losowa z podlega rozkladowi Gaussa z wariancja oz, to

zmienna losowa:
y = azx, (G.14)

(a > 0) podlega rowniez rozkltadowi Gaussa o wariancji:

o} = a®al. (G.15)
Dowoad.
Polega na wykonaniu prostych przeksztalceri, a mianowicie:

z? az)?
.<p($)d:v = %\1/2_” exp [ - %g]dx = mexp [— -é%ax—i)—z—]d(ax) )

ale az = y i wzor powyzszy przyjmie postac:

_ ! Y _
p(e)ds = aaxﬂ—wexp[— 2(aza)2]dy = ¢(y)dy.

Stad wynika, ze

e *, (G.16)

gdzie oy, = ao;.

Przejdziemy teraz do znalezienia na podstawie twierdzefi 1-4 funkcji roz-
ktadu prawdopodobienstwa $redniej arytmetycznej serii N niezaleznych po-
miaréw, gdy poszczegélne pomiary podlegaja rozktadowi Gaussa. Z twier-
dzenia 2 i 3 wynika, Ze wielkosé:

y =) (G.17)
i=1
ma rozklad Gaussa o wariancji:
N
ol = Eaﬁi . (G.18)
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Poniewaz wszystkie zmienne losowe z; (i = 1,2,..., N) zostaly otrzymane
w jednej serii N pomiaréw, ai, jest jednakowe dla wszystkich pomiaréw
i wynosi 02, a wiec wzér (G.18) przyjmie postal:

o} = Na?. (G.19)

Z twierdzenia 4 wynika, Ze zmienna losowa:

. _ Y o
= — G.20
TN (G-20)
ma rozklad Gaussa o wariancji:
2 Lo G.21
Oz — mdy . ( . )

Podstawiajac (G.19) do (G.21) dostajemy:
ol = i02. (G.22)

Otrzymaliémy wigc na innej drodze wzér (3.4.11). Sposéb jego otrzymania
uzasadnia nazwe odchylenie standardowe sredniej arytmetycznej.
Funkcja rozktadu prawdopodobiefistwa $redniej arytmetycznej ¢(Z) be-
dzie wiec réwna: : ;
5) = — 2 G.23
p(z) = mexp 22| (G.23)
Zgodnie z tym co powiedziano na poczatku tego Dodatku (po udowod-
nieniu twierdzenia 1) wzér (G.23) przyjmie postacé

e(t) = U{\l/ﬁexp [—Q;—J;j] . (G.24)



H. Tablice statystyczne

W Dodatku zostaly zamieszczone tablice niektérych funkcji waznych w teo-
rii btedéw. OgraniczyliSmy sie do podania tablic funkcji wystepujacych w
tym opracowaniu. Sa to tablice:

|

funkeji rozktadu normalnego standaryzowanego oy, (u),

dystrybuanty rozkladu normalnego standaryzowanego ®,(a),
calki bledu ®,(—a,a),

wspolczynnikéw t,,

|

|

rozkladu Poissona dla malych wartosci érednich,

— wspélczynnikéw d,:

Tablice maja na celu umozliwienie oceny poziomu i przedzialu ufnoéci na
poziomie podstawowym. Zostaly skonstruowane tak, aby pomiedzy poda-
nymi wartosciami mozna bylo stosowac interpolacje liniows.

W celu szybkiego i latwego poréwnania oceny przedzialu i poziomu
ufnodci przy uzyciu rozkladu normalnego standaryzowanego i rozkladu
t-Studenta w tablicy wspélczynnikéw t, podano ich wartosci dla poziomu
ufnosci o = 0.6827, 0.9545 oraz 0.9973; poniewaz odpowiadaja one grani-
com przedziatu ufnosci Z+ oz, Z+20;z i T30z dla rozkladu N(0,1). W ten
sam sposob utozono tablice wspélczynnikéw d,,.

Uwaga:

zapis 0.031140 oznacza 0.0001140,
zapis 0.94128 oznacza 0.9999128.
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198 H. Tablice statystyczne

TABLICA I: Wartosci funkcji rozkladu normalnego standaryzowanego N(0,1). Ta-
blica podaje wartosci funkcji ¢u(u) = (27) /2 exp(—u?/2)

[« ] 0oo6 T o002 T o004 [ 005 [ 006 [ 008

0.0 0.3989 0.3989 0.3986 0.3984 0.3982 0.3977
0.1 0.3970 | 0.3961 0.3951 0.3945 0.3939 0.3925
0.2 0.3910 0.3894 0.3876 0.3867 |  0.3857 0.3836
0.3 0.3814 0.3790 0.3765 0.3752 0.3739 0.3712
0.4 0.3683 0.3653 0.3621 0.3605 0.3589 0.3555
0.5 0.3521 0.3485 0.3448 0.3429 0.3410 0.3372
0.6 0.3332 0.3292 0.3251 0.3230 0.3209 0.3166
0.7 0.3123 0.3079 0.3034 0.3011 0.2989 0.2943
0.8 0.2897 0.2850 0.2803 0.2780 0.2756 0.2709
0.9 0.2661 0.2613 0.2565 0.2541 0.2516 0.2468
1.0 0.2420 0.2371 0.2323 0.2299 0.2275 0.2227
11 0.2179 0.2131 0.2083 0.2059 0.2036 0.1989
1.2 0.1942 0.1895 0.1849 0.1826 0.1804 0.1758
1.3 0.1714 0.1669 0.1626 0.1604 0.1582 0.1539
1.4 0.1497 0.1456 0.1415 0.1394 0.1374 0.1334
1.5 0.1295 0.1257 0.1219 0.1200 0.1182 0.1145
1.6 0.1109 0.1074 0.1040 0.1023 0.1006 0.09728
1.7 || 0.09405 | 0.09089 | 0.08780 | 0.08628 | 0.08478 | 0.08183
1.8 || 0.07895 | 0.07614 | 0.07341 | 0.07206 | 0.07074 | 0.06814
1.9 || 0.06562 | 0.06316 | 0.06077 | 0.05959 | 0.05844 | 0.05618
2.0 || 0.05399 | 0.05186 | 0.04980 | 0.04879 | 0.04780 | 0.04586
2.1 || 0.04398 | 0.04217 | 0.04041 | 0.03955 | 0.03871 | 0.03706
2.2 || 0.03547 | 0.03394 | 0.03246 | 0.03174 | 0.03103 | 0.02965
2.3 || 0.02833 | 0.02705 | 0.02582 | 0.02522 | 0.02463 | 0.02349
2.4 || 0.02239 | 0.02134 | 0.02033 | 0.01984 | 0.01936 | 0.01842
2.5 || 0.01753 | 0.01667 | 0.01585 | 0.01545 | 0.01506 | 0.01431
2.6 || 0.01358 | 0.01289 | 0.01223 | 0.01191 | 0.01160 | -0.01100
2.7 || 0.01042 | 0.0,9871 | 0.0,9347 | 0.0,9094 | 0.0,8846 | 0.0,8370
2.8 || 0.0,7915 | 0.0,7483 | 0.0,7071 | 0.0,6873 | 0.0,6679 | 0.0,6307
2.9 || 0.0,5953 | 0.0,5616 | 0.0,5296 | 0.0,5143 | 0.0,4993 | 0.0,4705
3.0 || 0.0,4432 | 0.0,4173 | 0.0,3928 | 0.0,3810 | 0.0,3695 | 0.0,3475
3.1 || 0.0,3267 | 0.0,3070 | 0.0,2884 | 0.0,2794 | 0.022707 | 0.0,2541
3.2 || 0.0,2384 | 0.0,2236 | 0.0,2096 | 0.0,2029 | 0.0;1964 | 0.0,1840
3.3 || 0.0,1723 | 0.0,1612 | 0.0,1508 | 0.0,1459 | 0.071411 | 0.0,1319
3.4 || 0.0,12327 | 0.031151 | 0.0,1075 | 0.0,1038 | 0.0,1003 | 0.039358
3.5 || 0.0s8727 | 0.038135 | 0.057581 | 0.037317 | 0.037061 | 0.036575
3.6 || 0.056119 | 0.035693 | 0.035294 | 0.055105 | 0.034921 | 0.034573
3.7 || 0.054248 | 0.033944 | 0.033661 | 0.033526 | 0.033396 | 0.053149
3.8 || 0.052919 | 0.032705 | 0.032506 | 0.0s2411 | 0.032320 | 0.032147
3.9 || 0.031987 | 0.031837 | 0.031698 | 0.051633 | 0.031569 | 0.031449
4.0 || 0.031338 | 0.031235 | 0.031140 | 0.051094 | 0.031051 | 0.0,9687
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TABLICA II: Wartoéci dystrybuanty rozktadu normainego standaryzowanego. Ta-
blica podaje wartoéci funkcji ¢u(a) = (27) /2 [2., exp(—v’/2)du

0.4 —

ouU)

0.0
4.0

[« J] 000 T -002 | -004 | -0.65 ] -006 | -0.08 ]

-4.0 [| 0.043167 | 0.042910 | 0.042673 | 0.042561 | 0.042454 | 0.042252
-3.9 || 0.044810 | 0.044427 | 0.044074 | 0.043908 | 0.043747 | 0.043446
-3.8 || 0.047235 | 0.046673 [ 0.046152 | 0.045906 | 0.045669 | 0.0,5223
-3.7 || 0.031078 | 0.049961 | 0.049201 | 0.048842 | 0.048496 | 0.047841
-3.6 || 0.031591 | 0.031473 | 0.031363 | 0.031311 | 0.031261 | 0.031166
-3.5 0.032326 | 0.032158 | 0.032001 | 0.031926 | 0.031854 | 0.031718
-3.4 || 0.033369 | 0.033131 | 0.032909 | 0.032803 | 0.032701 | 0.032507
-3.3 || 0.034834 | 0.034501 | 0.034189 | 0.034041 | 0.033897 | 0.033624
-3.2 0.036871 | 0.036410 | 0.035976 | 0.035770 | 0.035571 | 0.035190
-3.1 0.039676 | 0.039043 | 0.038447 | 0.038164 | 0.037888 | 0.037364
-3.0 || 0.021350 | 0.021264 | 0.0,1183 | 0.021144 | 0.021107 | 0.021035
-2.9 || 0.0,1866 | 0.0,1750 | 0.0,1641 | 0.0,1589 | 0.0,1538 | 0.0,1441
-2.8 || 0.022555 | 0.022401 | 0.022256 | 0.0,2186 | 0.022118 | 0.0,1988
-2.7 |} 0.023467 | 0.0,3264 | 0.0,3072 | 0.0,2980 | 0.0,2890 | 0.0,2718
-2.6 || 0.0,4661 | 0.024396 | 0.024145 | 0.024025 | 0.023907 | 0.0,3681
-2.5 0.026210 | 0.025868 | 0.025543 | 0.025386 | 0.025234 | 0.0,4940
-2.4 || 0.028198 | 0.0,7760 | 0.027344 | 0.057143 | 0.0,6947 | 0.0,6569
-2.3 0.01072 0.01017 | 0.009642 | 0.0,9387 | 0.0,9137 | 0.0,8656
-2.2 0.01390 0.01321 0.01255 0.01222 0.01191 0.01130
-2.1 0.01786 0.01700 0.01618 0.01578 0.01539 0.01463
-2.0 0.02275 0.02169 0.02068 0.02018 0.01970 0.01876
-1.9 0.02872 0.02743 0.02619 0.02559 0.02500 0.02385
-1.8 0.03593 0.03438 0.03288 0.03216 0.03144 0.03005
-1.7 0.04457 0.04272 0.04093 0.04006 0.03920 0.03754
-1.6 0.05480 0.05262 0.05050 0.04947 0.04846 0.04648
-1.5 0.06681 0.06426 0.06178 0.06057 0.05938 0.05705
-1.4 0.08076 0.07780 0.07493 0.07353 0.07215 0.06944
-1.3 0.09680 0.09342 0.09012 0.08851 0.08691 0.08379
-1.2 0.1151 0.1112 0.1075 0.1056 0.1038 0.1003
-1.1 0.1357 0.1314 0.1271 0.1251 0.1230 0.1190
-1.0 0.1587 0.1539 0.1492 0.1469 0.1446 0.1401
-0.9 0.1841 0.1788 0.1736 0.1711 0.1685 0.1635
-0.8 0.2119 0.2061 0.2005 0.1977 0.1949 0.1894
-0.7 0.2420 0.2358 0.2296 0.2266 0.2236 0.2177
-0.6 0.2743 0.2676 0.2611 0.2578 0.2546 0.2483
-0.5 0.3085 0.3015 0.2946 0.2912 0.2877 0.2810
-0.4 0.3446 0.3372 0.3300 0.3264 0.3228 0.3156
-0.3 0.3821 0.3745 0.3669 0.3632 0.3594 0.3520
-0.2 0.4207 0.4129 0.4052 0.4013 0.3974 0.3897
-0.1 0.4602 0.4522 0.4443 0.4404 0.4364 0.4286
0.0 0.5000 0.4920 0.4840 0.4801 0.4761 0.4681




200 H. Tablice statystyczne

Ciag dalszy TABLICY II.

e J 000 T 002 [ 004 | 005 | 006 | o008 1]
0.0 0.5000 0.5080 0.5160 0.5199 0.5239 0.5319
0.1 0.5398 0.5478 0.5557 0.5596 0.5636 0.5714
0.2 0.5793 0.5871 0.5948 0.5987 0.6026 0.6103
0.3 0.6179 0.6255 0.6331 0.6368 0.6406 0.6480
0.4 0.6554 0.6628 0.6700 0.6736 0.6772 0.6844
0.5 0.6915 0.6985 0.7054 0.7088 0.7123 0.7190
0.6 0.7257 0.7324 0.7389 0.7422 0.7454 0.7517
0.7 0.7580 0.7642 0.7704 0.7734 0.7764 0.7823
0.8 0.7881 0.7939 0.7995 0.8023 0.8051 0.8106
0.9 0.8159 0.8212 0.8264 0.8289 0.8315 0.8365
1.0 0.8413 0.8461 0.8508 0.8531 0.8554 0.8599
1.1 0.8643 0.8686 0.8729 0.8749 0.8770 0.8810
1.2 0.8849 0.8888 0.8925 0.8944 0.8962 0.8997
1.3 | 0.90320 | 0.90658 | 0.90988 | 0.91149 | 0.91309 | 0.91621
1.4 || 091924 | 0.92220 | 0.92507 | 0.92647 | 0.92785 | 0.93056
1.5 || 093319 | 093574 | 093822 | 0.93943 | 0.94062 | 0.94295
1.6 || 0.94520 | 0.94738 | 0.94950 | 0.95053 | 0.95154 | 0.95352
1.7 | 095543 | 0.95728 | 0.95907 | 0.95994 | 0.96080 | 0.96246
1.8 || 0.96407 | 0.96562 | 0.96712 | 0.96784 | 0.96856 | 0.96995
1.9 [ 097128 | 0.97257 | 0.97381 | 0.97441 | 0.97500 | 0.97615
2.0 f| 0.97725 | 0.97831 | 0.97932 | 0.97982 | 0.98030 | 0.98124
2.1 || 098214 | 0.98300 | 0.98382 | 0.98422 | 0.98461 | 0.98537
2.2 || 0.98610 | 0.98679 | 0.98745 | 0.98778 | 0.98309 | 0.98870
2.3 || 0.98928 | 0.98983 | 0.9,0358 | 0.9,0613 | 0.9,0863 | 0.9,1344
2.4 || 0.9,1802 | 0.9,2240 | 0.9,2656 | 0.9,2857 | 0.9,3053 | 0.9,3431
2.5 {| 0.923790 | 0.9,4132 | 0.924457 | 0.9,4614 | 0.9,4766 | 0.9,5060
2.6 || 0.925339 | 0.925604 | 0.925855 | 0.9,5975 | 0.9,6093 | 0.9,6319
2.7 || 0.9265337| 0.926736 | 0.9,6928 | 0.9,7020 | 0.9,7110 | 0.9,7282
2.8 || 0.9,7445 | 0.9,7599 | 0.9,7744 | 0.9,7814 | 0.9,7882 | 0.9,8012
2.9 || 09,8134 | 0.9,8250 | 0.9,8359 | 0.9,8411 | 0.9,8462 | 0.9,8559
3.0 || 0.928650 | 0.9,8736 | 0.9,8817 | 0.9,8856 | 0.9,8893 | 0.9,8965
3.1 [[ 0.950324 | 0.930957 | 0.951553 | 0.951836 | 0.952112 | 0.952636
3.2 || 0.933129 | 0.933590 | 0.954024 | 0.954230 | 0.934429 | 0.9;4810
3.3 || 0.935166 | 0.935499 | 0.955811 | 0.935959 | 0.936103 | 0.9;6376
3.4 || 0.926631 | 0.936869 | 0.957091 | 0.957197 | 0.937299 | 0.957493
3.5 || 0937674 | 0.937842 | 0.957999 | 0.958074 | 0.938146 | 0.938282
3.6 || 0.928409 | 0.938527 | 0.938637 | 0.938689 | 0.938739 | 0.958834
3.7 || 0.9:8922 | 0.9,0039 | 0.9,0799 | 0.9,1158 | 0.951504 | 0.942159
3.8 |1 0.942765 | 0.9,3327 | 0.9,3848 | 0.944094 | 0.944331 | 0.944777
3.9 [ 0.945190 | 0.945573 | 0.945926 | 0.946092 | 0.946253 | 0.9,6554
4.0 || 0.946833 | 0.947090 | 0.947327 | 0.947439 | 0.947546 | 0.9,7748
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TABLICA III: Wartosci calki btedu. Tablica podaje wartosci calki:

a

B, (—a,a) = (2/7)"/? /exp(—u2/2)du.

—a

0.4 —
—
3 i
b= ]
=3
02 —
0.0
4.0
'« ] 000 | o002 | o004 [ 005 [ o006 | o008 |
0.0 0.0 0.01596 | 0.03191 0.03988 | 0.04784 0.06376
0.1 0.07966 | 0.09552 0.1113 | 0.1192 0.1271 0.1428
0.2 0.1585 0.1741 0.1897 0.1974 0.2051 0.2205
0.3 0.2358 0.2510 0.2661 0.2737 0.2812 0.2961
0.4 0.3108 0.3255 0.3401 0.3473 0.3545 0.3688
0.5 0.3829 0.3969 0.4108 0.4177 0.4245 0.4381
0.6 0.4515 0.4647 0.4778 0.4843 0.4907 0.5035
0.7 0.5161 0.5285 0.5407 0.5467 0.5527 0.5646
0.8 0.5763 0.5878 0.5991 0.6047 0.6102 0.6211
0.9 0.6319 0.6424 0.6528 0.6579 0.6629 0.6729
1.0 0.6827 0.6923 0.7017 0.7062 0.7109 0.7199
1.1 0.7287 0.7373 0.7457 0.7499 0.7540 0.7620
1.2 0.7699 0.7775 0.7850 0.7887 0.7923 0.7995
1.3 0.8064 0.8132 0.8198 0.8230 0.8262 0.8324
1.4 0.8385 0.8444 0.8501 0.8529 0.8557 0.8611
1.5 0.8664 0.8715 0.8764 0.8789 0.8812 0.8859
1.6 0.8904 0.8948 0.8990 0.90106 | 0.90309 | 0.90704
1.7 || 0.91087 | 0.91457 | 0.91814 | 0.91988 | 0.92159 0.92492
1.8 0.92814 | 0.93124 0.93423 | 0.93569 | 0.93711 0.93989
1.9 0.94257 | 0.94514 | 0.94762 | 0.94882 [ 0.95000 0.95230
2.0 0.95450 | 0.95662 | 0.95865 | 0.95964 | 0.96060 0.96247
2.1 0.96427 | 0.96599 | 0.96765 | 0.96844 | 0.96923 0.97074
2.2 0.97219 | 0.97358 | 0.97491 0.97555 | 0.97618 0.97739
2.3 0.97855 0.97966 | 0.98072 0.98123 | 0.98173 | 0.98269
2.4 0.98360 | 0.98448 0.98531 0.98571 0.98611 0.98686
2.5 0.98758 0.98826 | 0.98891 0.98923 | 0.98953 | 0.9,0120
2.6 || 0.9,0678 | 0.951207 | 0.9,1709 | 0.9,1951 | 0.9,2186 | 0.9,2638
2.7 || 0.923066 | 0.9,3472 | 0.9,3856 | 0.9,4040 | 0.9,4220 | 0.9,4564
2.8 [ 0.9,4890 | 0.955198 | 0.955489 | 0.9,5628 | 0.9,5764 | 0.9,6023
2.9 || 0.9,6268 | 0.9,6500 | 0.9,6718 | 0.9,6822 | 0.9,6924 | 0.9,7118
3.0 || 0.9,7300 | 0.9,7472 | 0.9,7634 | 0.957712 | 0.9,7787 | 0.9,7930
3.1 || 0.9,8065 | 0.9,8191 | 0.9,8311 | 0.9,8367 | 0.9,8422 | 0.9,8527
3.2 [[ 0.9,8626 | 0.9,8718 | 0.9,8805 | 0.9,8846 | 0.9,8886 | 0.9,8962
3.3 [[ 0.930332 | 0.930998 | 0.931622 | 0.931919 [ 0.932206 | 0.932751
3.4 || 0.933261 | 0.933738 | 0.934183 | 0.934394 | 0.934598 | 0.934986
3.5 || 0.935347 | 0.935685 | 0.955999 | 0.9;6148 | 0.936291 | 0.936564
3.6 || 0.936818 | 0.937054 | 0.937274 | 0.937378 | 0.937478 | 0.9;7668
3.7 [] 0.937844 | 0.938008 | 0.938160 | 0.938232 | 0.938301 | 0.9:8432
3.8 || 0.938553 | 0.938665 | 0.938770 | 0.9:8819 | 0.9:8866 | 0.938955
3.9 || 0.940381 | 0.941145 | 0.941852 | 0.942185 | 0.942505 | 0.9,3108
4.0 || 0.943666 | 0.9,4180 | 0.944655 | 0.944878 | 0.9,5093 | 0.945496
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TABLICA IV: Wartosci wspdlczynnikéw to—Studenta. Tablica podaJe wartosct wspél-
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czynnikéw Lo x spelniajacych réwnosci:

ta,k

= P(—tar <t <tag) = 2 / S(t, k)dt .

o]

a o
0.50 [ 0.60 | 0.70 | 0.80 | 0.90 | 0.99 |(0.6827|0.9545| 0.9973
k k
1 111.000]1.376{1.963|3.078{6.314|63.657 || 1.837 ]13.968[235.784| 1
2 ||0.816]|1.061]1.386|1.886]2.920] 9.925 || 1.321 | 4.527 | 19.206 2
3 1|0.765[0.978|1.250]1.638]2.353| 5.841 |[ 1.197 | 3.307 | 9.219 3
4 |10.74110.941]1.190(1.533[2.132| 4.604 || 1.142 | 2.869 | 6.620 4
5 1]0.727]0.920]|1.156(1.476|2.015( 4.032 || 1.111 { 2.649 | 5.507 5
6 1/0.718(0.906|1.134]1.440]1.943{ 3.707 || 1.091 | 2.517 | 4.904 6
7 []0.711)10.896|1.119]|1.415|1.895| 3.499 || 1.077 | 2.429 | 4.530 7
8 {{0.706[0.889;1.108|1.397|1.860( 3.355 {j 1.067 | 2.366 | 4.277 8
9 ||0.703[0.883|1.100}1.383{1.833| 3.250 || 1.059 | 2.320 | 4.094 9
10 }10.700}0.879]1.093[1.372[1.812] 3.169 || 1.053 | 2.284 | 3.957 10
11 1{0.697|0.876{1.088|1.363|1.796| 3.106 || 1.048 | 2.255 | 3.850 11
12 []0.695(0.873|1.083[1.356|1.782] 3.055 || 1.043 { 2.231 | 3.764 12
13 1/0.694|0.870|1.079{1.350(1.771{ 3.012 || 1.040 | 2.212 | 3.694 13
14 1/0.69210.868]1.076|1.345(1.761| 2.977 || 1.037 | 2.195 | 3.636 14
15 1/0.691]0.866]1.074(1.341 (1.753| 2.947 || 1.034 | 2.181 | 3.586 15
16 1(0.690|0.865]1.071|1.337]1.746| 2.921 || 1.032 | 2.169 | 3.544 16
17 1[0.689|0.8631.069{1.33311.740] 2.898 || 1.030 | 2.158 | 3.507 17
18 110.6880.862|1.067{1.330(1.734| 2.878 || 1.029 | 2.149 | 3.475 18
19 {|0.68810.861}1.066(1.328(1.729] 2.861 || 1.027 | 2.140 | 3.447 19
20 || 0.687(0.860|1.064]1.325]1.725| 2.845 || 1.026 | 2.133 | 3.422 20
21 |]0.68610.859|1.06311.3231.721| 2.831 |[ 1.024 | 2.126 | 3.400 21
22 110.686{0.858|1.061[1.321|1.717| 2.819 |[ 1.023 | 2.120 | 3.380 22
23 || 0.685]0.8568{1.060|1.319(1.714| 2.807 || 1.022 | 2.115 | 3.361 23
24 ]| 0.685(0.857|1.059]1.3181.711} 2.797 || 1.021 | 2.110 | 3.345 24
25 }|0.68410.856(1.0581.3161.708| 2.787 || 1.020 | 2.105 | 3.330 25
26 {]0.684}0.856[1.058|1.315|1.706 | 2.779 || 1.020 | 2.101 | 3.316 26
27 ||0.684|0.855[1.057[1.314[1.703| 2.771 {| 1.019 | 2.097 | 3.303 27
28 1/]0.683]0.855|1.056]1.313[1.701] 2.763 || 1.018 | 2.093 | 3.291 28
29 {{0.683/0.854(1.055]1.311(1.699| 2.756 || 1.018 | 2.090 | 3.280 29
30 ({0.683|0.854{1.055|1.310|1.697| 2.750 |} 1.017 | 2.087 | 3.270 30
40 [|0.681]0.851(1.050/1.303[1.684] 2.704 || 1.013 | 2.064 | 3.199 40
50 ||0.679{0.849{1.047|1.299|1.676| 2.678 || 1.010 | 2.051 | 3.157 50
60 |[0.679(0.848[1.045[1.296]1.671( 2.660 || 1.008 | 2.043 [ 3.130 60
70 110.67810.847[1.044|1.294(1.667| 2.648 || 1.007 | 2.036 | 3.111 70
80 [|0.67810.846]1.043|1.292(1.664 | 2.639 || 1.006 | 2.032 | 3.096 80
90 |[0.677(0.846(1.042[1.291]1.662( 2.632 || 1.006 | 2.028 | 3.085 90
100/ 0.677]0.845[1.042{1.290|1.660| 2.626 || 1.005 | 2.025 | 3.077 [[100
oo [|0.674]0.842(1.036(1.282|1.645| 2.576 || 1.000 | 2.000 | 3.000 o]
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TABLICA V: Funkcja rozktadu Poissona Px(n) = e™*A"/nl.

203

A

0.5 1 2 3 4 5 6 8 10
n
0 0.6065 0.3679 | 0.1353 | 0.04979 | 0.01832 | 0.0,6738|0.022479 | 0.033355 | 0.044540
1 0.3033 0.3679 0.2707 | 0.1494 | 0.07326 | 0.03369 | 0.01487 |0.022684 | 0.034540
2 || 0.07582 | 0.1839 0.2707 | 0.2240 | 0.1465 | 0.08422 | 0.04462 | 0.01073 | 0.022270
3 || 0.01264 | 0.06131 | 0.1804 0.2240 | 0.1954 0.1404 | 0.08924 | 0.02863 | 0.027567
4 1/0.0,1580( 0.01533 | 0.09022 | 0.1680 | 0.1954 0.1755 0.1339 | 0.05725 | 0.01892
5 |/0.031580]0.023066 | 0.03609 | 0.1008 | 0.1563 0.1755 0.1606 | 0.09160 | 0.03783
6 110.041316[0.035109 | 0.01203 | 0.05041 | 0.1042 0.1462 0.1606 0.1221 | 0.06306
7 110.069402 [ 0.047299 | 0.0,3437| 0.02160 | 0.05954 | 0.1044 [ 0.1377 | 0.1396 | 0.09008
-8 11.0.075876]0.059124 [ 0.038593 | 0.0,8102 | 0.02977 | 0.06528 | 0.1033 0.1396 0.1126
9 [ 0.0§3265|0.051014 [ 0.031909 | 0.0,2701 | 0.01323 | 0.03627 | 0.06884 | 0.1241 0.1251
101 0.051632 [ 0.061014 | 0.043819[0.038102 | 0.0,5292 | 0.01813 | 0.04130 | 0.09926 | 0.1251
11 0.0 0.039216|0.056944 [ 0.032210 | 0.0,1925 | 0.028242 | 0.02253 | 0.07219 | 0.1137
12 0.0 0.097680|0.051157|0.045524 | 0.036415 | 0.023434 | 0.01126 | 0.04813 | 0.09478
13 0.0 0.0 0.061780(0.041275[0.031974{0.0,1321 [ 0.0,5199| 0.02962 | 0.07291
14 0.0 0.0 0.0725430.052732 | 0.045640 | 0.034717 | 0.022228 | 0.01692 | 0.05208
15 0.0 0.0 0.053391 | 0.0¢5463 | 0.041504 | 0.031572 | 0.038913 | 0.0,9026 | 0.03472
16 0.0 0.0 0.0942390.0¢1024 | 0.053760 | 0.044914 | 0.033342 | 0.0,4513| 0.02170
17 0.0 0.0 0.0 0.071808 | 0.068847 | 0.041445{0.031180]0.0,2124 | 0.01276
18 0.0 0.0 0.0 0.033013 [ 0.061966 | 0.054015 | 0.043932 | 0.039439 [ 0.0,7091
19 0.0 0.0 0.0 0.094757 [ 0.074139 [ 0.051056 | 0.041242 | 0.033974 [ 0.0,3732
20 0.0 0.0 0.0 0.0 0.058277 [ 0.062641 | 0.053725 | 0.031590 | 0.0, 1866
21 0.0 0.0 0.0 0.0 0.051577 | 0.076289 | 0.051064 | 0.046056 | 0.038886
22 0.0 0.0 0.0 0.0 0.092867 | 0.071429 | 0.062903 | 0.042202 | 0.034039
23 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.083107 | 0.077572 } 0.057660 | 0.031756
24 0.0 0.0 0.0 " 0.0 0.0 0.096473 | 0.071893 {0.052553 | 0.047317 |
25 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.091295 | 0.034543 | 0.068170 | 0.042927
26 0.0 Q.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.03104810.062514|0.041126
27 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.092330|0.077449|0.054169
28 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.072128]0.051489
29 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.055871|0.065135
30 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.051566 | 0.061712
31 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.054040|0.075521
32 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.051010|0.071725
33 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0g5228
34 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0g1538
35 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.054394
36 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.091220
37 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
38 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
39 0.0 0.0 0.0 0.0 . 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
40 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
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TABLICA VI: Wartosci wspétczynnikéw do. Tablica podaje wartoéci wspétczynnikéw
da . /o spelniajacych réwnodci:

du,e/a

o = P(—dgeje <u<dac/s) = 2 / &(u;efo)du.

0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 0.99 0.6827 | 0.9545 | 0.9973
efo
0 0.674 1 0.842 | 1.036 | 1.282 | 1.645 | 2.576 1.000 2.000 3.000 0
0.10 0.676 | 0.843 | 1.038 | 1.284 | 1.647 | 2.579 1.002 2.003 3.003 0.10
0.20 0.679 | 0.847 | 1.043 | 1.290 | 1.656 | 2.592 1.007 2.013 3.018 0.20
0.30 0.685 | 0.854 | 1.052 | 1.301 | 1.669 | 2.613 1.015 2.030 3.042 0.30
0.40° || 0.693 | 0.864 | 1.064 | 1.315 | 1.688 | 2.642 1.027 2.052 3.075 0.40
0.50 0.703 | 0.877 | 1.079 | 1.335 | 1.712 | 2.678 1.042 2.081 3.116 0.50
0.60 0.715 | 0.892 | 1.098 | 1.357 | 1.741 | 2.719 1.060 2.115 3.162 0.60
0.70 0.730 | 0.910 | 1.120 | 1.384 | 1.774 | 2.768 1.081 2.155 3.216 0.70
0.80 0.746 | 0.931 ) 1.145 { 1.415 | 1.812 | 2.820 1.105 2.199 3.273 0.80
0.90 0.765 | 0.954 | 1.174 | 1.449 | 1.854 | 2.877 1.133 2.247 3.335 0.90
1.00 0.786 | 0.980 | 1.205 | 1.486 | 1.899 | 2.938 1.163 2.299 3.401 1.00
1.10 0.810 | 1.009 | 1.239 | 1.527 | 1.948 | 3.001 1.196 2.354 3.469 1.10
1.20 0.835 { 1.039 | 1.276 | 1.570 | 2.000 | 3.068 1.232 2.413 3.540 1.20
1.30 0.862 | 1.073 | 1.315 | 1.616 | 2.055 | 3.137 1.270 2.474 3.612 || 1.30
1.40 0.891 | 1.108 | 1.357 | 1.665 | 2.112 | 3.208 1.311 2.537 3.689 1.40
1.50 0.922 | 1.145 | 1.401 | 1.716 | 2.171 | 3.280 1.353 2.603 3.765 1.50
1.60 0.955 | 1.184 | 1.447 | 1.769 | 2.232 | 3.354 1.398 2.670 3.842 1.60
1.70 0.989 | 1.225 | 1.494 | 1.824 | 2.295 | 3.430 1.445 2.739 3.920 1.70
1.80 1.025 | 1.268 | 1.544 | 1.880 | 2.360 | 3.506 1.493 2.809 4.001 1.80
1.90 1.062 | 1.312 | 1.595 | 1.939 | 2.426 | 3.584 1.542 2.881 4.082 1.90
2.00 1.100 | 1.357 | 1.647 | 1.998 | 2.493 | 3.663 1.594 2.953 4.164 2.00
2.20 1.180 | 1.451 | 1.755 | 2.120 | 2.631 | 3.823 1.700 3.102 4.330 2.20
2.40 1.264 | 1.550 | 1.868 | 2.247 | 2.773 | 3.986 1.810 3.254 4.498 2.40
2.60 1.351 | 1.652 | 1.984 | 2.378 | 2.918 | 4.152 1.924 | 3.409 | 4.669 2.60
2.80 1.440 | 1.757 | 2.104 | 2.511 | 3.066 | 4.320 2.041 3.567 | 4.843 2.80
3.00 1.531 | 1.864 | 2.226 | 2.647 | 3.216 | 4.490 2.160 3.727 5.017 3.00
3.50 1.767 | 2.140 | 2.540 | 2.997 | 3.602 | 4.921 2.468 4.135 5.459 3.50
4.00 2.009 | 2.425 | 2.864 | 3.357 | 3.998 | 5.360 2.785 4.553 5.908 4.00
4.50 2.254 | 2.715 | 3.195 | 3.726 | 4.402 | 5.805 3.110 4.978 6.363 4.50
5.00 2.502 | 3.009 | 3.531 | 4.101 | 4.812 | 6.255 3.439 5.409 6.822 5.00
5.50 2.751 | 3.305 | 3.872 | 4.480 | 5.227 | 6.710 3.772 5.844 7.284 5.50
6.00 3.000 | 3.603 | 4.215 | 4.864 | 5.647 | 7.167 4.107 6.284 7.749 6.00
7.00 3.500 | 4.201 | 4.907 | 5.640 | 6.497 | 8.090 4.784 | 7.173 8.686 7.00
8.00 4.000 | 4.800 | 5.603 | 6.425 | 7.357 | 9.021 5.463 8.072 9.631 8.00
9.00 4.500 | 5.400 | 6.301 | 7.215 | 8.226 | 9.959 6.145 8.979 | 10.581 9.00
10.00 || 5.000 | 6.000 | 7.000 | 8.009 | 9.101 | 10.902 6.827 9.893 | 11.536 || 10.00
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